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ESSAI 

D'EXPOSITION ÉLÉMENTAIRE DES DIVERSES THÉORIES 



DE LA 



GÉOMÉTRIE MODERNE 



Par M.^ LENTHÉRIC. 



j i i t eofl i . ^ 



ËD modiflant, par un même procédé géométrique, la position de chacun 
des points d'une figure, on obtient une nouvelle figure qui est dite la trans- 
formée de la première. 

' Si la transformée est une figure plus simple ou dont les propriétés soient 
déjà connues, on conçoit qu'elle pourra faciliter Télude de la figure primi- 
tive ; par conséquent, tout mode de transformation constitue une méthode 
géométrique qui présentera plus ou moins d'intérêt dans les applications. 

Parmi les méthodes de ce genre, qui varient à Tinfini, la plus naturelle 
et la plus féconde est celle que Poncelet déduisit de la projection centrale 
ou de la perspective. 

Le tracé de la perspective d'une figure s'eflectue par un procédé très- 
simple qui transforme chaque point en point correspondant, et chaque droite 
en droite correspondante de la nouvelle figure. On doit à cet éminent géo- 
mètre une autre transformation tout aussi féconde, celle des polaires 
réciproques^ par laquelle chaque point devient une droite, et chaque droite 
un point de la nouvelle figure; d'où résulte le principe de la dualité. 

La perspective met en évidence le rapport anharmonique dont la Géo- 
métrie supérieure de M. Chaslés est le merveilleux développement. 
TOI, 65 
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Cest ce qai noas a fait concevoir depuis longtemps la possibilité d'une 
Exposition élémentaire des diverses théories de la géométrie moderne. On 
verra que chacune de ces théories se ratkaclie à un simple fait de transfor- 
mation qui, pris pour lemme, les rend presque intuitives. 

Ce travail n'est d'ailleurs qu'une rédacliom nouvelle de rensemUe des trois 
Mémoires publiés dans ce Recueil en 1859, 60 et 62, et nous y avons joint 
des notes d'analyse pour montrer avec quelle facilité la méthode se prête 
au calcul. 

S I. Nouons^ ptiÉLiMiNAiBËS be PESispficmVB. 

1. Lorsqu'un faisceau de rayons vifiuels dirigés^ vers tous les points d'une 
figure de l'espace est coupé par un plan, on obtient sur ce plan, qui prend 
le nom de tableau^ une figure qui est dite la p^r^p^c/tt^^ de celle de l'espace, 
et on appelle point de vue h projection de l'œil sur le tableau. 

En peinture, on suppose le tableau transparent et interposé entre l'œil et 
la figure. Nous supposerons qu'il peut avoir une position quelconque, et la 
perspective d'un point situé du même côté que l'œil, par rapport au tableau, 
sera le point où le prolongement du rayon visuel rencontre le tableau. 
La perspective, dans tous les cas, est ce que Poncelet appelle la projection^ 
centrale de la figure sur un plan, et la position de l'œil est le centre de 
projection. 

2. Le traoè de la perspective d'une figure quelconque résulte des deu 
principes suivants: 

1^ La perspective d!une droite est une autre ligne droite qui passe par 
le point où le rayon visuel parallèle à la première rencontre le tableau. 

Soit (Jig. 1) PQ îe tableau, E la position de l'œil, AB une droite, et P le 
point où le rayon visuel parallèle rencontre le tableau. Tous les rayons visuels 
dirigés vers les divers points de la droite ÂB sont dans un même plan EAB, 
qai est celui des parallèles EF et AB. Donc l'intersection de ce plan avec le 
tableau, ou la perspective de la droite AB, est une autre droite ab qui passe 
par le pomt F commun aux deux plans. 

Corollaire. — Des droites parallèles concourent en perspective au même 
point. 
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Des droites perpendiculaires au tableau concourent en perspective au 
point de vue. 

Des droites parallUesau tableau et parallèles entre elles restent parfil- 
lèles en perspective. 

2^ La perspective d'un point est sur ta droite qui feint laprcfeetien 
de ce point sur le tableau au point de vue, et divise cette droite propor- 
timneilesnent aux distances de tc^il et du point au tableau. 

Projetons l'œil en et le point km a sar le tableau (^- 2) . 

Le rayon visuel EA, eompris dans le plan des parallèles EO et ka, perce le 

tableau en A' perspective de A. A' est situé sur Oa, et par les triangles 

semblables, 

oa; _E0 

ak' ~ ka • 

Si le point A était situé du même côté que l'œil par rapport au tableau, la 
perspective Â' serait sur le prolongement deOa, et les segments OA' et aA\ 
au lieu d'être additifs^ seraient soustractifs. 

On trouve la même perspective ^ quelle que soit la direction suivant 
laquelle un projette Vwl et le point sur le tableau. 

Projetons l'œil en 0\ et le point A en a' suivant tonte autre direction qui 
ne serait pas perpendiculaire au tableau. 00' et aa' seront parallèles,, et on 
verra, par la similitude des triangles, que la ligne O'a' passe par A'^ et que 

o\a;_eo; 

a'A' ~ ka 



/ • 



3. Perspective ^une figure plane. —Supposons le plafûde là figure hori- 
zontal, et prenons pour tableau un plan vertical dont la position sera déter- 
minéB si l'on se donne sa trace AB, que l'on appelle ligne de terre, sur te 
plan de la figure. Rabattons le tableau autour de cette trace sur te plan dé h 
figure, représenté par la feuille de papier sur laquelle on exécute le des- 
sin, et soit le rabattement du point de vue {fig. 5). 

Un point M de la figure se projette en C sur la ligne de terre, et a âa 
perspective sur OC. Prenons sur une parallèle par le point à MC, une lon- 
gueur OE égale à la distance de l'œil au tableau, et joignons ËM; cette ligtté 
coupera OC en un point M' qui sera ta perspectrre de M. Gar>M' dtfise OÊ 
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proporlionnellement aux distances OE, CM de l'œil et du point M au 
tableau. 

Réciproquement : Pour trouver le point M qui aurait pour perspective M', 
joignons OM' coupant la ligne déterre en C. La parallèle, par le point C, à 
e6 donnera le point M par son intersection avec EW. 

Connaissant la perspective M' d'un point M de la figure, le reste du 
tracé peut s'effectuer par de simples intersections de lignes droites^ ou 
en ne faisant usage que de la règle. 

Soit N un second point de la Sgure. Joignons MN coupant la ligne de 
terre en D. Le point D, situé sur le plan du tableau, est à lui-môme sa 
perspective; donc celle de DM est DM', dont l'intersection avec EN donne 
le point N', perspective de N. 

La perspective de tout autre point de la figure pourra s'obtenir sans le 
secours du point E. Car, soit P un troisième point de la figure. Joignons PM 
coupant la ligne de terre en F, et PN coupant la ligne de terre en 6. Les 
droites FM et GN auront pour perspective FM' et GN', dont l'intersection P' 
sera la perspective de P. 

Le tracé est susceptible de nombreuses vérifications. PP^ et toutes les 
lignes qui joindront les points correspondants, concourront en un même 
point E, que nous appellerons le point de concours; et si l'on projette les 

points N P en n p sur la ligne de terre, les droites nN' 

pV passeront par le point de vue 0. 

4. Point dé fuite. — Nous avons vu que la perspective d'une droite 
AB passe par le point F, où le rayon visuel parallèle rencontre le tableau. Ce 
point F, perspective d'un point situé à l'infini sur AB, est dit le point de 
fuite de la droite AB. 

Les points de fuite de toutes les droites que l'on pourrait tracer dans 
le plan de la figure sont sur une parallèle à la ligne de terre par le point 
de vue 0. 

Car tous les rayons parallèles à ces droites sont dans un même plan mené 
par l'œil parallèlement à celui de la figure, et Tintersection de ce plan avec 
le tableau est une parallèle à la ligne de terre. 
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En peinture, cette droite est dite ligne d'horizon. De là résulte ce prin- 
cipe fécond de Poncelet {Prop.proj.j i07): 

Tous les points dun plan situés à tin fini peuvent être considérés comme 
distribués sur une même droite, située elle-^iême à l'infini sur ce plan. 

Cette droite a pour perspective celle des points de fuite Oy. Par consé- 
quent : Toutes les droites parallèles de la figure donnent en perspective des 
droites qui concourent sur Oy. Réciproquement : Toutes les droites de la 
figure qui se coupent sur Oy deviennent parallèles en perspective. 

5. Si deux figures sont en perspective, et que le plan de Cune d'elles 
tourne autour de la ligne de terre j les deux figures restent toujours eh 
perspective. Le lieu de l'œil, qui cfiange de position dans l'espace^ est une 
circonférence dont le plan est perpendiculaire à la ligne de terre, et le 
rapport des distances de l'œil aux plans des deux figures reste constant. 

Supposons que le plan de la figure tourne autour de la ligne de terre 
emportant avec lui la ligne CM, et que OE tourne en sens contraire, autour 
du point 0, de manière à rester parallèle à CM. La ligne qui joindrait dans 
l'espace le point E an point M passerait toujours par le point M\ qui ne 
cesserait pas d'être la perspective du point M sur le tableau fixe. 

Si c'est le plan de la figure qui reste invariable, que le tableau tourne 
autour de la ligne de terre et que E tourne autour du point 0, de manière 
à rester parallèle à CM, le point M' ne cessera pas nen plus d'être la perspec- 
tive de M sur le tableau mobile. En effet, pendant que le tableau tourne, le 
point décrit une circonférence qui a son centre en A, et dont le plan est 
perpendiculaire à la ligne de terre. Lorsque le tableau a pour trace AP sur ce 
plan (fig. 4), si Ton mène PN parallèle à AO et égale à OE, le point N sera 
la position de l'œil. Prenons AQ = PN= OE, et joignons NQ. La figure 
NPAQ étant un parallélogramme, Q sera le centre, et QN = AP = OA, 
sera le rayon de la circonférence que décrit l'œil. 

Lorsque l'œil est en N, sa distance au tableau est la perpendiculaire ND 
et sa distance au plan de la figure est la perpendiculaire NG = PB. Par les 
... ui ui NB NP ND OE 

triangles semblables, pd = Xp^"ng'^Ôa^^ const. 

Ainsi, le rapport des distances de l'œil aux deux plans reste constant. 
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6, €es principes de per«peetive pOHrraiênl suffire pour le but qnenous 
nous proposons, mais il ne sera pas inutile d'iotlhluer comment m obtieB- 
dwiit la pei^specttved^i^é flgwe quelconque de Kespace. 

♦Maodrattconwittre les projections dtes divers points de la «gow^^n* «n 
pian horizontal et leurs distances à ce plan. 

OU' se donnerait sur ce plan (Jig. 5) la Kgne de terre AB et le rabattement 
du point de vueO, supposant connue^te distance de l'œil an tableau. Soit M «n 
point de la figure seprojetaïit en m. Abaissens du> point t» la perpendîcu^ 
laire mC sur la ligne de terre» et prolongeons-la d'une quantité C6 égale à la 
te^teurdu^ f)oihr M ao^dessns du plan horiœntal: le point'iS sera la |)r^ec- 
tion du'point M^sur le tabieau, «t on obtiendrait la perspective 'M"" en divir 
saot 06 proportionneilemeDt aux distances 60 eTiT^C de Eoul et du poiat 
Mao tableau. 

HMs il est' plus simple de prendre la perspective m' du' poiiifr en la-^^erti* 
oaledu point M perce le plan horizontal. Getteterttoaie a pour perspective 
me perpendiculaire à la ligne de terre par le point m\ et cette perpen- 
dKâlaire OMpe OG au point M' . 

7. Eomologie. — Poncelet appelle homologiques deux figures gui ont 
les sommets correspondants sur des droites qui concourent au même point 
(centre ikomologie) et les côtés correspondants qui se coupent sutune même 
droite [axe drhotnoiogie) . 

Une figure plane et sa perspective sont homdogiques. — Le point dé 
concours E est le centre d'homologie, et la ligne de terre AB est l'axe d^ho* 
mologie. 

Cest par la perspective de deux figures semblables et semblablement 
placées que Poncelet fut conduit à l'homologie, dont la similitude n'estqu'un 
cas particulier, celui où l'axe d'homologie est à l'infini. 

Pour construire la figure homologique à une figure, il faut se donner le 
. centre E, Taxe AB d'homologie et le point M' de la nouvelle figure qui 
correspond à un des points M de la première (fig. 3). 

Le tracé s'effeetuo par de simples intersections de lignes droites. Car 
menons MN coupant l'axe d'homologie AB en D, et DM' qui lui corres- 
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pond dànâ ta seconde figuré, lé poit^t T^'ré^ltetà àe llntei^sec^oh db tM' 
avîBC EN, etc. 

Réciproquement : Deux fytttes hoii/toUffiqueÈ s&M en pérspèàtrùè. — 
Abaissons la perpendiculaire MC sur Taxe d'bomologie AB, et joignons CM\ 
codpanl eft Olà pte^pèûdîculàîf^e à AB' pà!t le centre d'h^othotôèiè Ê. Vtènàùs 
le point pour point de vue, AB pour ligne de terre, et EO pour disfâbèè' 
de rœil au tableau ; le point M atirà poxit pefspectivié M'. La drbltb tÉIN 
coupant la ligne de terre en B ailra pour pet^spective tM'; et cofmme fïN' 
passe par lé point E, le point W serà< la perspective Se N, etc. 

Le point Q,. considéré comme appartenant à la première figure, correspond 
au point de la seconde situé à l'infini sur EQ; On peut donc construire la 
fi^re boinolctgj^iue en sq donnant ce point. 

En eflat, joignons OM coupant Taxe d'bomologie en C {fig. 6), la parallèle 
par la point G à EO sera la droite correspondante de la nouvelle iOgure^ et 
EM coupera cette parallèle au point M' correspondant à M, etc. 

On voit que W a pour perspective M, en prenant pour point de vue, 
AB pour ligne de terre, EO pour distance de Tœil au tableau» et en suppo- 
sant rœil et les points projetés sur le tableau suivant la direction EO. 

C'est ainsi qu'on est conduit au modoi dç transformation des figures plaa^, 
que nous allons étudier directement. 

§ IL M0I«<DE lïUkN^OiaUkTIOirr Bi6 PMkUBSB ¥Um3^ 

s. Soient deux axes^ Ox- Oy ttaeés dans le pian d'une flgarei AB UQe 
parallèle à Taxe des y et E un point pris sur Taxe des x. M étant un point 
de la figure, joignons OM qui coupe la parallèle AB en G, et menons par le 
point G une parallèle à Taxe des a;, qui rencontre EM en M\ M' sera le point 
transformé. En opérant de même pour chacun des points de la figure, on 
obtiendrait une nouvelle figure qui serait la transforniée dé là première. 

N.B. — La transformée a pour perspective la figure donnée. L'axe des y 
estladroitequi correspond à tous les points de la transformée situés à l'in- 
fini; Taxe des a> est la direction suivant laquelle l'œil et les points sont pro- 
jetés sur le tableau; Torigine est le point de vue, la parallèle AB est la 
ligne de terre, et OE est la distance de l'œil au tableau. 
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Réciproquement ; Poar trouver le point qui se transformerait en un point 
donné M', menons par M' une parallèle à Vaxe des x qui coupe AB en C, et 
joignons OC; cette ligne coupera EM' au point M. 

9. // existe une infinité de systèmes d*axes qui donnent la même trans - 
formée. 

Menons par le point de concours E une droite quelconque Ex' qui coupe 
i'axe des y en 0', et joignons O'M qui rencontre la parallèle AB en C. Les 

triangles EMO', MC'M' seront semblables, car^= M?= S&'- "^^^ 
yac étant parallèle à E0\ le point M se transformera également en M' par 
rapport aux nouveaux axes O'x'y O'y. 

Ainsi : Tous les systèmes d'axes qui donnent la même transformée ont 
Faxe des y commun et les axes des x concourent en un même point E. 

Par conséquent, on pourra toujours supposer qu'on a opéré la transfor- 
mation par rapport au système unique d'axes rectangulaires. Nous avons vu 
en effet que la perspective n'est pas altérée, quelle que soit la direction sui- 
vant laquelle on projette Tosil et les points sur le tableau. 

10. La transformée d'une ligne droite est une autre ligne droite qui 
coupe la parallèle AB au même point. 

Soit RS {fig. 7) une droite qui coupe Taxe des y en I, et la parallèle AB en 
D. M étant un point de cette droite, et M' le point transformé, joignons DM' 

etEI.LestrianglesCDM',E01serontserablables,car ^ = ^ = ^. 

Donc DM' est parallèle à El, et tous les points de la droite RS se transfor- 
ment en points correspondants d'une autre droite R' S', qui est la parallèle à 
El par le point D. 

N. B. — Une transversale quelconque passant par le point de con- 
cours E donne deux points correspondants sur la droite RS et sur la trans- 
formée R'S'. 

Le point I où la droite RS coupe Taxe des y correspond au point situé à 
ririflni sur R'S'; de même, le point J' où la transformée R'S' coupe la paral- 
lèle à RS par le point E, correspond au point situé à Tinfini sur RS ; donc 
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les parallèles Oy et VV à ÂB sont les droites de chaque figure qui correspoD- 
deul à tous les points à Tinfini de Taulre. 

Les triangles EOI, DJ'H étant égaux , la distance J'H de la ligne J' J' à la 
parallèle AB est égale à OE. Par conséquent, lorsque OE = OA, la droite 
y y se confond avec l'axe des y. 

En perspective , la droite 0^ est l'intersection du tableau et du plan 
mené par FœiU parallèlentent à celui de la figure. La droite J'J' est Tinter- 
section du plan de la figure par le plan mené par l'œil parallèlement au 
tableau. Les deux lignes Oy, J'J' se superposent dans 4e rabattement lors- 
que OE=OA. 

11. Rapport anharmonique. — Le point M se transforme en un point 
M'deladireclionEMtelque|^==^=^ = ^. F étant le point 

FM' AP' CM' 

où EM coupe la parallèle AB , p^ ^= ÂP" ^^ ÂP * ^^^ triangles sem- 
blables EOM, MCM' donnent ^ = ^ = -^ , d'où ^' = §| : 
. FM' OE . EM' OA ., . „ EM' . FM' OA 

M. Chastes appelle rapport anharmonique de quatre points situés sur la 
même droite le rapport des distances de Tun de ces points à deux des autres, 
divisé par le rapport des distances du quatrième point à ces deux-là. 

ËM~ * FÂT ^^ ^^^^ '^ rapport anharmonique des quatre points E, M, 

OE 

M', F, et ce rapport égal à ^r reste constant, quelle que soit la direction 

de EM , d'où résulte cette nouvelle définition des figures homologiques : 

Un axe AB et un point E étant donnés , si de ce point on mène à 
chacun des points M d'une figure une droite EM qui coupe l'axe en F, et 
sur laquelle on prenne un point M' déterminé par la condition que le 

rapport anharmonique ^^ \ r^ soit constant^ les points M' forment 

une nouvelle figure homologique de la première. (G. S., 520.) 

EM' OA 

On peut construire le point M', soit par la relation g^j- = ^p, soit par la 
vm. 66 
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relation ^^ = Qp. qui sont les foruiales donoées par M. Ghasles {Traité 
ies coniques, 267, S69). 

12. Transformation réciproque. — Lorsque OE = OA, le rapport 

anharmoniqae jg~- I |r^ devient une proportion harmonique g^==:ç^ . 

Ainsi, on transformerait le point M en prenant le conjugué harmonique M' 
de M sur EF. Mais M étant réciproquement le conjugué harmonique de M' 
sur EF, on retrouverait ce point M en transformant M'. 

Dans ce cas , la perspective des deux figures est réciproque , comme il 
serait d'ailleurs facile de le démontrer directement. 

M, M' divisant barmoniquement EF, les ordqnn^es.lVIP^ M'P' dissent 
harmoniquement EA = 20E, et OP X OP' = OA'. (Voir la Note à la 
suite de ce paragraphe.) 

13. Les transformées dCune figure que Ion obtient en faisant varier la 
distance de la parallèle AB, sont semblables et ont le point de concours 
E pour centre de similitude. 

Soit le point M qui se transforme en un point M' de la direction EM, tel que 

EM' OA 

g^ = QP • Conservons les mêmes axes et le même point de concours, 
mais prenons toute autre parallèle LK à Vaxe des y : lei point M se tra^sfor- 

EM'' 01 

mera enua poinl M" de la même direction EM, tel que ^^ = jjp ; donc 
ëH^' ==: ^ , ce qui prouve que M' et M" sont des points homologues de 
deux figure» semblables ayant le point E pour centre de similitude. 

44, // suffira, d^ opérer la transformation réciproque, ou de prendre 
OAf=^ 0B| puisque ppur toute autre valeur de OA on obtiendrait unq figure 
semblable et ayant avec celle qui résulte de la transformation réciproque un 
rapport de similitude connu. D'ailleurs la ligne J'J' se confond alors avec Oy, 
et Ton obtient des formules plus simples et réciproques lorsqu'on applique 
le calcul à la transformation. 

a; et y étant les coordonnées OP, PM du point M, et x' et y' étant celles 
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OP', P'M' da point transformé M', k désignant la distance OE = 0A, on a, 
parles triangles semblables 

*» ky' 

et réciproquement 

X ^ X 

Ainsi, / {Xy y) = étant Téqualion d'une courbe , celle de la transfor- 
mée sera - 

La courbe qu'il faudrait transformer pour produire une courbe donnée 

SiOF = d était différent de OA = A, on aurait 

kd dy 

d'où: 

15. Du mode de transformation, que nous supposerons toujours récipro- 
que, à moins qu'on n'avertisse du contraire, résultent ces conséquences : 

Tout point situé sur l'axe des y se transforme en un point situé à l'infini 
sur une direction déterminée. 

Par exemple, le point I se transforme en un point à l'inOni sur Ef. 

Donc : Un système de droites qui se coupent en un même point tur 
Vaxe des y se transforme en un système de parallèles à une direction 
déterminée. 

Réciproquement : Tout point situé à l'infini sur une direction donnée 
se transforme en un point déterminé sur l'axe des y. 

Par eî^cmple, le point à l'infini, sur la droite R'S', se transforme en un 
point 1 de Taxe des y, que l'on obtient en menant par le point de conootîrs 
E une parallèle à R'S'. 
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Donc : Un système de parallèles se transforme en un système de droites 
qui se coupent en un point déterminé de taxe des y. 

Une parallèle à laxe des y se transforme en une autre parallèle à 
cet axe. 

Par exemple, PM se transforme en P'M', telle que OPxOP'= OA*. 

Lesdeux parallèles sont situées d'un même côléde Taxe des y, et si l'nne 
se rapproche de cet axe, l'autre s en éloigne. L'o^e des y se transforme en 
une droite à l'infini, et la parallèle AB, se transformant en elle-même, est une 
droite commune aux deux figures. 

Une parallèle à taxe des x se transforma en une autre droite qui 
passe par V origine, et réciproquement. 

Par exemple, CM' se transforme en CO, et réciproquement. 

A l'aide de ces principes, il sera facile de se faire une idée de ia trans- 
formée d'une figure quelconque composée, comme on le voudra, de points, 
de droites et de lignes polygonalas ou courbes, sans qu'il soit nécessaire 
d'opérer la transformation, que Von pourrait dailieurs effectuer au besoin. 



NOTE. 

Proportion harmonique. — Étant donné un point, sur une droite AB, 
il existe un autre point dont le rapport des distances aux deux extrémités 
de la droite est le même que le rapport des distances du premier. 

Soit le point C situé entre A et B {fig. 8); une transversale passant par 
ce point donnera, sur des parallèles par A et B, deux segments AE, BF de 
direction contraire; prolongeant l'un de ces segments AE d'une longueur 
égale AG, et joignant GF, cette ligne coupera AB en un point D, tel que 

DA_ AE _CA 
DB ~ BF ~ CB • 

Soit le point D situé sur le prolonge. nent de AB ; une transversale pas- 
sant par ce point donnera, sur des parallèles par A et B, deux segments AG, 
BFde même direction; prolongeant l'un de ces segments AG d'une longueur 
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égale AE et joignant EF, cette ligne coupera AB en un point C, tel qoe 

C\_ AG_DA 
CB~ BF~DB' 

11 résulte de cette construction que les points C et D sont situés» Tun 
sur la droite AB, l'autre sur son prolongement» d'un même côté du milieu 0; 
à droite si le rapport des distances est plus grand que Tunité, à gauche 
si le rapport est plus petit que l'unité. 

Les géomètres grecs appelèrent la proportion gb ^^ DB P^^P^***^^" 

harmonique^ parce qu'elle jouait un certain rôle dans leur théorie des tons 
musicaux. Cette dénomination s'est conservée , et on dit que les points C 
et D divisent MrmoniquemerU AB, ou qu'ils iont conjugués harmoniques 
sur cette droite. 
Réciproquement , A et B sont conjugués harmoniques sur CD , c-ar la 

proportion peut s'écrire xj = j^jj • 

On voit qu'il existe une infinité de systèmes de points conjugués harmo- 
niques sur une droite AB, soit à droite, soit à gauche du milieu 0, qui a 
SOI conjugué à l'infini; car si C coïncide avec 0, AE =:BF, et GF est paral- 
lèle à AB. 

Le produit des distances de deux points conjugués au milieu de la 
droite est égal au carré de la moitié de la droite. 

ÇA_ DA AO+OC _ AO+OD ^ 

GB ~ DB* ^^ AO— OC "" OD— AO "^™^ 

g^=^,d0ÙC0X DO=AO^ 

AE 

Comme le point C situé sur AB divise cette droite dans le rapport g^r» on 

dit par extension que le point D divise cette droite dans le même rapport. 
Dans le premier cas les segments sont additifs, et d^ns le second ils sont 
souslraclif:). 

Si le rapport est nul, ou si AE = 0, les deux points coïncident avec A. 
Si le l'apport est infini, ou si BF = 0, ils coïncident avec B. 

Les deux rapports ^ , gg sont égaux en valeur absolue, mais dans le 
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premier les segments ont des directions contrâipes, tandis que dans le se- 
cond ils ont la même direclioa. On dit que le rapport est positif ou négatif, 
et on lui donne le signe + ou le ^ne —>, suivant que les segments ont 
wéme direction ou des directions contraires. Cestpour cela que M. Cbasles 

écrit la proportion barmoni(iae gB^^*" CB * 

En ayant égard à la valeur absolue du rapport ^ à son signe , il 
n'existe qu'un point qui divise une droite AB dans un rapport donné. 

Pour trouver ce point , on prendra sur des parallèles par A et B deux 
segments qui soient, dans le rapport donné, de même direction, comme 
AG, BF, si le rapport est positif, ce qui donnera le point D; et de sens con- 
tKaire^ comme AE, 6P, si le rapport est négatif, ce qui donnera le point C. 

Rapport anharmonique. — Étant donné un point C sur une droite AB, 
6n peut déterminer plus généralement un autre point D de la droite par la 

condition que le rapport ^ soit up multiple de ^ , ou que le rapport 

composé ^ ; gg ait une valeur X donnée en grandeur et en Signe. 

M. Chasles appelle ce rapport composé, rapport anharmonique^ parce ^lU'dn 
retrouve la proportion, ouïe rapport harmonique, lorsque X = — ^ 1. 
CA DA DA C'A 

La retotion ^ : 55 = ^ donne g^ = j^ = x' , ce qui revient à 

diviser la droite AB dans un rapport donné X^ en grandeur et en signe. 
Menons parle point C (Jig. 9) une transversale qui donne sur les parallèles 

par A et B les segments AÊ, BF, tels que cb ^^ BF ' ^""^^^^^ ^"^ ^^ 
ou sur son prolongement, suivant le ^igne de V, un segment AH tel que 

AE 

rg = X' et joignons HF. Celte droite coupera ABau point D, tel que 

DA AH ^^^^ CA . DA _ AE _ ., 
DB "^ BF • ^^"C CB • DB — ÂH — ^^ • 

Le quatrième point D se confond avec un des trois autres, lorsque X' est 
nul, infini ou égal à ' ; car si ^ ; gjg = , CA X DB = , ce qui 

exige que D coïncide avec B- Si ^^g ! gg = «> , CB x DA = , ce 
qui exige que D coïncide avec A. 
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Si ~g = gg , les deux rapports sont égani et de môme signe, ce. qui 
exige que D coïncide avec C. 

Coordonnées. — Ou détermine la position d'un points sur un pl6n, en 
se donnant ses distances a deux droites qui se ooupeol sur ce plan. Ces 
distances , que Ton prend parallèlement aux droites , d'un côté ou de 
l'autre, sont appelées les coordonnées du point, et le& droites sont dîtes 
les axes des coordonnées. Le point d'intersection des axes est Yorigme de$ 
coordonnées. 

OXj Oij étant les deux axes. {/ig. 1) et M un point, de leur plan, les cwr^ 
données sonlOP et PM. On donne plus pârticutièremeot à l'une d'elles, 
OP, le nom û*abscisse; et l'autre, PM, prend le nom. ^'ordonnée,. Les 
abscisses se désignent généralement par la lettre x^ et les ordouoées par la 
lettre y.. Ainsi chaque point du plan a son x et son y^ au moyen desquels 
on peut le construire. 

On appelle axe des abscisses^ on axe des x, celui sur lequel on preod 
les abscisses ; l'autre est dit axe des ordmnées, on^de3y. Le plui& scuveiU, 
on choisit les axes se coupant à angle droit ; les coordoociées sont s^lors 
appelées rectangles ou rectangulaires. 

L'invention des coordonnées est due à Descartes , qui ramena ainsi les 
notions de forme à des notions de position, et par suite à. des notiQH^ 
purement numériques; ce qui per nul d!appUquer le calcul à l'étude 4$ la 
géométrie. 

§ m. Méthode 6Ë0BIÉTIUQUE qui résulte i» la "toansfomation. 

16. Une figure peut se transformer de bien des manières^ suivantJeiCboix 
des axes et la dislance de la parallèle. 

Les points donnent des points correspendants^ el. les droites deadroitas 
correspondantes de la nouvelle figure. 

Â des lignes polygonales, correspondent des lignes ftolygoinales d'nnimôme 
nombre de côtés. 

A des courbes^ Qorj?e^ondent des courbe» d!»n>même degré , &'estià>- 
dire des courbes qu'une droite coupe eaun inèmenomhffe>de. points. 
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Les tangentes à une courbe se transforment en tangentes de la nouvelle 
courbe, aux points correspondants. 

Si une tangente a son point de contact sur l'axe des y, la tangente à la 
nouvelle courbe aura son point de contact à Tinfini, et deviendra ce qu'on 
appelle une asymptote de la nouvelle courbe. 

Supposons que Ton transforme une courbe fermée : 

1© Si Taxe des y ne rencontre pas la courbe, on obtiendra une courbe 
fermée du même degré. 

2o Si Taxe des y coupe la courbe, la transformée aura des branches 
infinies dont les asymptotes seront les transformées des tangentes à la courbe 
primitive, aux points où elle coupe Taxe des y. Ces asymptotes, faciles à con- 
struire, feront connaître les directions vers lesquelles tendent de plus en plus, 
sans pouvoir jamais les atteindre, les branches infinies de la nouvelle courbe. 

30 Si l'axe des y est langent à la courbe, la transformée aura des bran- 
ches infinies pour chacune desquelles la direction asymptotique subsistera, 
car ce sera celle de la droite qui joindrait le point de concours E au point 
de contact de Taxe des y avec la courbe. La branche infinie de la nouvelle 
courbe tendra de plus en plus a devenir parallèle à cette direction, mais il 
n y aura pas d'asymptote, car Taxe des y se transforme m une droite quel- 
conque située à l'infini. Par conséquent : // ne peut exister de courbe 
fermée dun degré quelconque, sans qu'il existe des courbes du même 
degré ayant des branches infinies, avec ou sans asymptotes^ et le nombre 
des asymptotes réelles sera au plus égal au degré de la courbe. 

Le sens de la courbure de la transformée en un point quelconque est 
facile à prévoir, d'après celui de la ligne donnée au point correspondant. 

Si la courbe est concaveseï^ l'axe des x comme au point M {fig. 10), c'est- 
à-dire située aux environs de ce point, de part et d'autre, au-dessous de la 
tangente, il en sera de même pour la transformée au point M' Si la courbe est 
convexe vers l'axe des x comme au point N, c'est-à-dire située aux environs 
de ce point, de part et d'autre, au-dessus de la tangente, il en sera de même 
pour la transformée au point N\ 

Par rapport à l'axe des y, la courbure de la transformée sera en sens 
inverse de celle de la ligne donnée, car plus un point se rapproche de l'axe 
des y, plus le point transformé s'éloigne de cet axe. 
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DoQc: à un point dHnfiexion^ c'est-à-dire à un changement dans le sens 
de la courbure, comme en P, correspondra un poiol d'inflexion de la trans- 
formée en P'. 

17. Courbes du second degré. — Appliquons ces principes à la trans- 
formation du cercle ; nous en déduirons la classiQcation et la forme des 
courbes du second degré. 

Jo Si l!axQ(Jes,y est extérieur au cercle, la nouvelle courbe sera fermée 
sans inflexion, comme le cercle, et ne pourra être coupée, comme lui, par 
une droite en plus de deux points. Elle aura la forme d'un ovale, et on 
rappejlç ellipse. 

S"" Si Taxe des y coupe le cercle, les deux arcs situés de part et d'autre 
de cet axe, étant concaves vers Taxe des y, produiront chacun une courbe 
continue toujours convexe vers cet axe. 

Ces deux courbas seront séparées, mais auront pour asymptotes communes • 
les transformées des deux tangentes au cercle par les points où il coupe 
l'axe des y. Ainsi, la courbe sera formée de\deuji parJlîes^ou dedeux brat^ 
ches distinctes, comprises entre les deux côtés de deux angles oppp^és.par le . 
sommet^ et s'approcbant sans cesse .^de ces côtés sans pouvpirjaipais {es 
atteindre. Cette nouvelle courbe a reçu le nom A'kyperbûh. 

5* Si l'axe des y est tangent au cercle, la transformée se çompp^era, d'i^ne 
seule branche ouverte, convexe vers Taxe des y. La direcUou -^symptoti^ue., 
subsistera, et la courbe tendra. de plos en plus .à devenir parallèle à cette 
direction, ce qui la distingue d'Hne brandie d'byperbûle;.m9is elle n's^ur^. 
pas d'asymptote, ou pour mieux dire l'asymptote est une droite à rinflni, à 
laquelle elle tend à devenir tangente. Cette nouvelle courbe est la parabole. 

Donc II existe trois sortes de courbes du second degré.: TelUp^^t, qo^ 
comprend le .cercljp, Thyperboleet la parabole. 

Puisqu'elles sont en perspective avec le cercle, elles sont des sections 
planes d'un, cône qui aarait pour base ce cercle ; de la vient la,dénômina- 
ixo^dfi se(^ipn8 coniqueSy ou plus sifnpiement de coniques, donnée aux cour- 
be&.du second degré. 

La, transformation indique )a propriété commune par laquelle on les 
définit ordinairement. 

vm. 67 • 
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Nous avoDS vu qu'un point M se Irnnsforme en un point M' de la direc- 
tion EM, tel que ^ = 5^ • Comme OP X OP' = 0A% ^' = q^ . 
,. . EM' EM 

Si le poinl M décrit un cercle ayant pour centre le point E, ^ sera 

constant, et le point M' décrira une conique telle que jp- sera constant. 

Or Eivr est la distance du point M' à un point Qxe E, et OP' est la distance 
du même point à la droite Qxe prise pour axe des y, quelle que soit d'ailleurs 
la position de cet axe par rapport au cercle- Par conséquent : 

Une conique est le lieu des points dont les distances à un point fixe et 
à une droite fixe sont dans un rapport constant. 

Le point Qxe est appelé le foyer de la conique, et la droite fixe en est 
dite la directrice. 

La nature de la conique dépend du rapport constant qx ~ oïï ' 

Si le rapport est plus petit que Funité ; Taxe des y est extérieur au 
cercle, et la conique est une ellipse. 

Si le rapport est plus grand que l'unité, Taxe des y coupe le cercle, et 
la conique est une hyperbole. 

Si le rapport est égal à Funité, Taxe des y touche le cercle, et la coni- 
que est une parabole. 

Réciproquement : Toute conique se transforme en un cercle, en prenant 
son foyer pour point de concours et sa directrice pour axe des y. 

EM' OA ,, . EM OA ^. , . ^ .- ,, ., 

Car on a : ^^ = gp , d ou gp = ^/ . Si le pomt M décrit une 

EM 

coniquedontEsoitlefoyeretraxedesy la directrice, ôp-sera constant, et 

par suite, EM' étant constant, le point M' décrira un cercle ayant pour centre 
le foyer. 

On vient de voir que les coniques sont des sections planes d'un cône 
ayant pour base un cercle. Il est facile de démontrer que ces courbes sont 
des sections planes d'un cône ayant pour base l'une quelconque d'entre elles, 
et nous montrerons par cet exemple comment la transformation peut s'ap- 
pliquer à rétude des figures de l'espace. 
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Soit une surface conigue (^.11) ayant pour base une courbe C du second 
degré, et pour sommet un point S qui se projette en ^ sur le plan de la base. 

Cbercbons la section de la surface par un plan qni ferait an angle a avec 
la base, et qui aurait ÂB pour trace. 

Abaissons la perpendiculaire ^A sur la trace» élevons dans le plan de la 
base, sur As, la perpendiculaire $S, égale à la hauteur du cône, et menons par 
le point S une ligne SO qui fasse avec OA une angle SOA égal à l'inclinaison 
a du plan sécant. La parallèle Oj^ à AB sera la trace d'un plan parallèle au 
plan sécant et passant par le sommet du cône. 

Cela posé, prenons cette trace Oy pour axe des y, la perpendiculaire sA 
pour axe des a;, AB pour parallèle, et pour point de concours un point Ë sur 
Vaxe des a; tel que OË soit égal à OS. 

La conique C se transformera en une conique C\ et nous aurons trois 
cas à considérer. 

l"" Si l'axe Oy est extérieur à la conique C, la transformée C sera une 
ellipse; et comme le plan mené parO^ et par le sommet du cône ne contiendra 
aucune de ses génératrices, le plan donné coupera toutes ces génératrices 
sur une des nappes de la surface conique, c'est-à-dire sur un des deux 
cônes opposés par le sommet dont l'ensemble forme la surface conique. 

2^ Si Taxe des y coupe la conique C, la transformée C sera une hyperbole; 
et comme le plan mené par Oy et le sommet du cône contiendra deux de ses 
génératrices, le plan donné sera parallèle à ces deux génératrices, et coupera 
toutes les autres sur Tune et sur l'autre des nappes de la surface conique. 

3<^Si Taxe des y touche la conique C, la transformée sera une parabole; et 
comme le plan mené par Oy et par le sommet du cône sera tangent au cône 
suivant une génératrice, le plan donné sera parallèle à cette génératrice, et 
coupera toutes les autres sur une même nappe de la surface conique. 

Or, la transformée C'est, dans tous les cas, en perspective avec la base 
C de la surface conique, et les deux courbes ne cessent pas d'être en per- 
spective, pendant que le plan de Tune d'elles C' tourne autour de la ligne 
de terre AB. Donc, lorsque le plan de C coïncidera avec le plan donné, 
on fera un angle a avec la base , l'œil viendra se placer au sommet du 
cône, et la transformée C sera l'inlersection de la surface conique par ce 
plan. 
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Od distingue tes propriétés des flgiireà en^ propriétés profeetwesyon de 
«ilualioD^, et en propriétés métriques, on de grandeur. 

IÇ. Les propriétés prqjectives (Tune figure ne sont pas altérées parla 
transformation. 

Car à une figure correspond une figure analogue quantau nombre de pokils, 
de droites, de lignes polygonales ou courbes, et on a vu que dos points en 
I ligpe droite se transforment en tout autant de points en ligne droite; que 
des droites se coupant en un même point se transforment en toutaiitanl de 
droites se coupant aussi en un même point; que des tangentes ou des se- 
^ i cantes à une courbe se transforment en tangentes ou en sécantes à une omirbe 
de même degré. Par conséquent: 

Pour être en droit de conclure qu'une figure jouit d'une propriété' pro- 
jective^ il suffit de constater qu'on pourrait la transformer en une autre 
. pour laquelle cette propriété existe ou soit facile à démontrer. 

Hâtons-nous d'éclaircir ces généralités par des exemples. 

Deux triangles qui ont les sommets correspondants sur trois droites qui 
concourent enun même point, ont les ce tés correspondants qui se coupent 
sur une même droite. 

Prenons pour axe des y la droite passant par le point où se- coupent deux 
couples de côtés correspondants: il en résultera deux nouveaux trhmglesayaot» 
comme les premiers, les sommets sur trois droites qui concourent en un 
même point, maisdeu^ couples décotes correspondants parallèles, et par 
conséquent semblables. Les troisièmes côtés étant aussi parallèles, les côtés 
correspondants des triangles primitifs se couperont sur Taxe des y. 

Récipro(tbement : Deux triangles qui ont les côtés correspondants qui 
se coupent sur la même droite , ont les sommets correspondants sur trqis 
. droites concourantes en un même point. 

Prenons pour axe des y la droite sur laquelle se coupent les côtés corres- 
pondants. Il en résultera deux nouvaux triangles ayant les côtés parallèles, 
et par conséquent semblables. Les sommets correspondants seront situés sur 
. trois droites concourant au centre de similitude; donc les triangles primitifs 
, auront aussi les sommets sur trois droites concourantes en, un même points 
qui sera le transformé du centre de similitude. 
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'- Par un ■ point donné M' mener une droite qui fasse far le point de ûonr 
cours d,eéeux drokes données AB, CD, en ne faisant nsetge que de U règle. 

^ MenoDSr par un point S{fig. 12) deux transversales' dont Tune ^ttsse par 
'le point «Mv qui forment avec les deux droites données un Quadrilatère 
AQGD. Ce quadrilatère se transformerait en parallélogramme si 'i'oE pt-enait 
pour axe des y la droite passant par le point S et par le point de concours 
des deux droites données, inspection de la nouvelle figure indiquera cette 
•solution du problème proposé . 

Tracez les diagonales AC, BD du quadrilatère ABCD, et la droite SE qui 
passe par leur intersection ; joignez MG couptfritSE en F, ei'DF coupant BC 
e» N; MN sera la droite demandée. 

I En joignant MB coopamt SE en G^ la Jigne A&' passera* 'aassiKfxari le 
point N, ce qui servira de vérification. 

N'iB. -^ LavConstructioB s'appKque évidetoment au» cas\où^; ies»viroites 
^ AB et eu étant parallèles y on fondrait amener par le point Mune. tndisieiDe 
parallèle^ et peut s'efièetuersur le lerrain par la métfaode^^âes^ligDemeiits. 
' Mener par umpointsune tangente àtme^oùnique,\en^ne^faistaï^'ûiage 
que de la règle. 

On peut considérer la conique ooffime< la transformée d'un cerble^.' Or, les 
droites qui joignent deux à deux les extrémités de deux^eordea-^riHâles 
d'un eercle se cet^pent sur le diamètre qiû 'joint lesxpoînt».âd>ooatElct des 
tangentes au cercleparallèles à ces cordes. 

Donc, si Ton mène parle point deux sécanles à la coiniquei^ lesârottc^i^i 
joindront deux à deux les intersections de ees^ sécantes avee^ la ^coOrbexse 
couperont sur la corde de contact destaogentes à la coAtqad^paMe ftoint 
donné. 

Étant pris sur deux droites deux séries de trois peints ùorrespondants 
A, B, G, et A\ B', G', les points de croisement M, N, P des diagonales Â^' 
é?ï BA', AC- rt CA', CB' et "RC, seront en ligne droite, {fig^M). 

Transformons la* figure en prenant une des deux droites, par «xeoiple 

'- celle qiH contient les points A',B',CS pour^i^xedes jr^ . Les lignes BAV*GA\ 

deviendront deux parallèles ft(»',ca'. Les lignes AG'yBG- devienditont (iwi 

antresparallèleso&'i cfr', etles lignes AB', GB''deuxdtttmdpara'Hèle$:a£S cb'. 

II en résultera une nouvelle figure, et pour démontrée 4«ie}lQ9'POÎAtBM^^^:^P^ 
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de la première sont en ligne droite, il suffira de démontrer que les points 
correspondants m, n, p, de la seconde sont en ligne droite, ce qui revient à 
prouver que les triangles mrn.nsp sont semblables. Les côtés rm et m du 
premier étant respectivement parallèles aux côtés sn, sp du second, il reste 
à démontrer la proportionnalité de ces côtés. Les triangles mray psc étant 

TTÏt se 

semblables, — = — , d'où rax$c = rmxsp.Le& triangles semblables 

arb , bsc donnent ^ = ^ , ou ~ = ~ , d'où ra>c.sc=^snxm\ 

' ra sb ^ ra m ^ 

donc rmx sp = snx m, on — = ~ c.q.f.d. 

* m se * ' 

La transformation de la figure indique que ce théorème, dont la démons- 
tration parait insoluble par la géométrie ordinaire, se ramène à cette pro- 
position élémentaire : 

Étant donné un parallélogramme bvn s, si par un sommet b on mène 
une transversale coupant les côtés de F angle opposé n en^^et c, et que par 
ces points on mène des parallèles dans une direction quelconque^ ces pa- 
rallèles couperont les côtés de t angle b en deux points m et ^ en ligne 
droite avec le sommet opposé n. 

Mais le parallélogramme &ms est le transformé du quadrilatère BRNS, 
d'où résulte ce nouveau théorème : 

Étant donné un quadrilatère BRNS, si par le sommet B on mène une 
transversale coupant les côtés de V angle opposé N en A et C, et qtœ ton 
joigne ces points à un point quelconque B' pris sur la ligne A'C sur la- 
quelle concourent les côtés opposés ^ les droites AB', CB' couperont les 
côtés de Fangle B en deux points M, P en ligne droite avec le sommet 
opposé N. 

Enfin, si l'on remarque que les six points A,B,C et A',B\C forment un 
hexagone AB'CA'BC'A inscrit aux deux droites* AC et A'C, et que les côtés 
opposés de cet hexagone sont les diagonales AB'et BA', GB' et BC, GA' et 
AG^ on voit que le théorème primitif revient au suivant : 

Dans tout hexagone inscrit à deux droites^ les côtés opposés se coupent 
en trois points situés sur la même droite. 

Ce théorème lui-même se ramène par la transformation à cette propriété 
élémentaire du trapèze : 
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Par le pointée concours E des côtés d'un trapèze ABCD (fig. 14), me- 
nons une transversale qui coupe les bases enzet^'\ les parallèles menées 
par ces points respectivement aux côtés du trapèze se coupent sur une des 
diagonales du trapèze. 

Car la parallèle au côté BC par le pointa coupe la diagonale AG au point 

tk.trrt lin T\n^ 

m, et g^ = -g^ = ^, ; donc a'm est parallèle à l'autre côté DA. De 

même la parallèle à AD par le point a coupe la diagonale BD en m\ et a'm' 
est parallèle à Vautre côté BC. 

Cela posé, transformons la Qgure en prenant pour axe des y une droite 
quelconque. Ijd trapèze deviendra un quadrilatère dont les côtés opposés 
AB, DC se coupent en S sur la droite prise pour axe des y, et dont les au très 
côtés AD, BC couperont cet axe en et 0' (fig. 15). 

En menant par un point quelconque E une transversale qui coupe les 
côtés AB» DC en a et a\ les lignes O'a et Oa' concourront sur la diagonale 
AC en m, et on aura un hexagone EOVSaOE inscrit à deux droites 00' 
et Ea dont les côtés opposés se couperont en trois points C, m, A, situés en 
ligne droite. 

Mais l'inspection de la figure indique ce nouveau théorème : 

Étant donné un angle ASC et deux points et 0' en ligne droite avec 
le sommet S, si autour d'un point quelconque E on fait tourner une droite 
qui coupe ces côtés de F angle en a et a', le point de rencontre des deux 
lignes OaetOa' décrira une droite AC. De même, le point de rencontre 
des deux lignes Oa' et O'a décrira une autre droite BD. 

Réciproquement : Si autour des deux points 0, 0\ on fait tourner deux 
rayons dont Tintersection m glisse sur une droite AC» la droitezz' pivo- 
tera autour d'un point fixe E. 

Ce théorème se ramène, par la transformation, à la réciproque de celui 
démontré pour le trapèze : 

Si par un point m de la diagonale AC d'un trapèze on mène des paral- 
lèles ma, ma' aux côtés, la ligne aa' passera par le point de concours E 
de ces côtés. 

P Aa Am Do^ 

^^ Ba~ Cm — Ca' 
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Ihn'estpoiat de Ihéorèœe on de problème dooV on na {wis$G .de ^méoie 
tr)i)^tW€ir.,Vénoi)c4 eu\ transformant latOgufe qui s'yrappQrlei^Xes .propo^- 
tiqus le%plus>ôlémQDta(res peuv^L aiosi conduira, à des proposlllpns .dont ou 
n'aurait pas soupçonné l'existence, souvent très-difficile a démontrer direç-, 
te^uent;, et -^es. propositions qui. paraissent d'abord, présenter des difficultés 
se ramènent à d'autres qui sont évidentes ou dont la démonstration est 
facile, ce qui fait naître les rapprochements les plus inattendus. 

19. Les propriétés métriques sont généralement altérées parlatram'^ 
formation.. 

Il faudra donc étudier les modifications qu'elles peuvent subir, ou savoir 
les- traûsformer en d'^iulres qui soient projeclives. Bornonsrnous à étudier 
celles qui se présentent le plos souvent. 

Transformation des angles. — On a vu que la direction de la transfor- 
mée d'une droite s'obtient en joignant le point de concours E au point où 
la droitecoupe l'axe des 9. Soient deux droites qui coupent cet axe en A et B, 
l'angle des transformées sera égal à AEB, quelles que soient d'ailleurs les direc- 
tions des deux droites. Pour transformer deux droites en deux autres qui se 
coupent sous un angle donné, on prendra pour axe des y une droite quel- 
conque qui coupe' les deux droites en A etB. Le lieu du point E sera le seg- 
ment de cercle décrit sunAB, et capable de Tangle donné; le lieu de l'œil 
qui dans l'espace verrait les deux droites se coupant sous cet angle, sera la 
surface de révolution. engendrée par le segment de cercle tournant autour 
de AB. 

Si* l'on prend le point E sur la circonférence ayant AB pour diamètre, 
les nouvelles droites seront rectangulaires. L'origine Osera la projection du 
point E sur AB, et on aura OA X OB = OE ^ 

Rêdproqnemenl : Deux droites qui déterminent sur Vaxe des y, départ 
et d'autre de V origine 0, des segments tels que OA X OB = OE*; se 
transforment en deux droites rectangulaires.^ 

Car le triangle AEB sera rectangle en 'E. 

Soient A, B, C, les points ofi les trois côtés d'un triangle coupent Taxe 
des y. On pourra transformer ce triangle en un autre qui ait des angles 
donnés, ou qui soit semblable à un triangle donné. En effet, décrivons sur 
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AB un segment de cercle capable de Tun des angles du nouveau triangle, 
et sur BC ou AC un segment de cercle capable d'un autre angle. Ces seg- 
ments se couperont en un second point E gui sera le point de concours. 
Le lieu de l'œil sera la circonférence décrite par ce point dans un plan per- 
pendiculaire à Taxe des y. 

Soit ABGD un quadrilatère dont les côtés opposés se coupent en F et 
en G {fig. 16). L'ensomble de la figure est ce qu'on appelle un quadrilatère 
complet, et la droite FG qui joint les points de concours des côtés opposés 
est dite la troisième diagonale du quadrilatère complet. En prenant cette 
troisième diagonale FG pour axe des y, le quadrilatère complet se trans- 
formera en un parallélogramme, d'où il résulte que le parallélogramme a 
une troisième diagonale à Vinfini. En prenant le point de concours Ë sur 
un segment de cercle décrit sur FG, et capable d'un angle donné, on 
obtiendrait un parallélogramme dont les côtés se couperaient sous cet angle. 

On obtiendrait un rectangle en prenant le point E sur la circonférence ayant 
pour diamètre FG. 

On obtiendrait un carré en prenant le point E à Tintersection des circon- 
férences décrites surFG et HE comme diamètres. 

On obtiendrait un trapèze en prenant pour axe des y une droite quelcon- 
que passant par une des extrémités de la troisième diagonale, d'où Ton voit 
que la troisième diagonale iun trapèze est la parallèle aux bases par le 
point de concours des côtés. 

La transformation des angles conduit à ou nouveau tracé de la perspec- 
tive que nous croyons devoir signaler. 

Soient P et Q {fig. 17) deux points quelconques sur l'axe des y, et M un 
point de la figure. Menons par ces points deux droites MP, MQ, qui coupent la 
parallèle AB en G et D. PEQ sera l'angle des transformées de ces droites, et 
le point M' sera l'intersection des parallèles par C et D aux directions EP, EQ. 
Comme vérification, la droite MM' devra passer par le point E. 

Transformation des distances. — Soient OP,OQ les abscisses de deoi 

points d'une droite, et OF une parallèle à cette droite par l'origine ÇJig. 18) . 

Le segment MN compris entre les ordonnées correspondantes sera égal à la 

distance des deux points de la droite. Les abscisses OP,OQ se Iransfor- 

vni. ^8 
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O A* O \* 

meront en OP = Q-p et OQ' = ^ . Les ordonnées correspondanles 

interceptent .sar la parallèle OG, à la transformée de la droite, an segment 
M'N' dont il faut trouver le rapport avec MN. 

MN_OF , M^N^ _ OG 
PQ ~ OA ^* P'Q' ~~ OA ' 

d'oùMX=OG PV i^Q'-OP' -00'=^-^* 
"'^ MN OF ^ PQ • *^^ "*^ "^ — OP OQ 

- OA'-PQ . donc M'N' -^^li^X-^^^ 
~- OP.OQ ' "°"'^ M i> — OF ^ OP X OQ • 

OA* X OG 
Désignons par X la constante — ^ — , qui sera la même pour tous les 

segments pris sur une même droite, par a, b les abscisses OP et OQ, et 
par D et D' les distances MN et M'N'; nous aurons la formule 

•)' = >a (') 

analogue à celle que donne Poncelet {Prop. Project., 9). 
Si OA était différent de OE, en désignant par D'^ la distance D trans- 

OE 

formée , on aurait D" = ^^ x D' ; d'où 

^„ _ OA X OE X OG D 

'J rvcï X 



OF ^ OP X OQ • 

Ce qui revient à remplacer le facteur OA' de la constante X par 
OE X OA. Ainsi la formule (1) s'applique à tous les cas. 

Soient trois points A, B, M situés sur la même droite, a, b, m leurs 
abscisses respectives, et A', B', M' les points transformés; on aura par la 
formule (1) 



d'où 



ATM'zz^x^, B'M' = xÇ^; 
am' bm ' 

A'W _b AM 
B'M' ~ a • BM ' 



A'M' AM ,^, 

ea 57j|7 = « . gj^ . (2) 

La constante u> désigne le rapport inverse - des abscisses des deux points 
A et B dont on prend les distances à un troisième M. 
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Il est d'ailleurs facile de trouver directement cette nouvelle formule, qui 
sera d'un grand usage. En effet, les distances entre les points d'une même 
droite sont proportionnelles à leurs projections sur Taxe des oj , ou à la 

différence des abscisses de leurs extrémités. Donc, ^tt = ^~^ • ^vr 

BM — m BM 

devient ^twt ,a,b, m deviennent — ^ , -r- , — . Substituant et ré- 

B M a m 

duisant, on trouve la formule (2). 

Le rapport anharmonique et la projection harmonique ne sont pas 
altérés par la transformation. 

Soit ^ : |g. Ona par laformule(2) ^ =« j§ 

D'B' _ DB , AB . DB _ A'B' . D'B' 
^ D'C ~ ^ DC ' ^ Ad • DC ~" FC"' • D^' 

^. AB DB . A'B' D'B' 

Si AC = UC' ^" ^^'^ ^"^^ Te? = DX- 

Faisceau de quatre droites. — M. Chasles appelle rapport anharmonique 
de quatre droites issues d'un même point , ou d'un faisceau de quatre 
droites, le rapport des sinus des angles de Tune des droites avec deux des 
autres, divisé par le rapport des sinus des angles de la quatrième avec'ces 
deux-là. 

Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites est égal à 
celui des quatre points dinserlion de ces droites par une tranwersale 
quelconque. 

Soient A, B, C, D les quatre droites qui se coupent en 0, et a, 6, c, d 
les points d'intersection par une transversale quelconque (y^. 19). Les sinus 
des angles d'un triangle étant proportionnels aux côtés opposés, on a par le 
triangle Oac, en désignant par la notation (A, C) l'angle des deux droites A 

etC, 

sin (A, C) ac 



et par le triangle Oa(/, 



sin c aO ' 

sin (A,D) ad ^ 

sin d aO ' 



,. , sin (A, C) _ flf ^ sind 

^^" 8in(A,D) — ad-^ sin c 
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On trouverait de même par les Idaogles Obc, Obd 

sin (B,C) ^ v^ sind ^ 

sin(B,D) ~ W -^ sine' 

nar consèmient ^^""i^^^) • sin(B,C) _ ac . bc - . 

par conséquent g^^ (^ q) • sin(B,D) — ^ • 65 ' ^'? •^^• 

On voit par là qu'un faisceau de quatre droites donne le même rapport 
anharmonique sur toutes les transversales, ce qui est d^ailleurs facile à dé- 
montrer à priori par la transformation. En effet, prenons une des droites 
D pour axe des y ; les trois autres A, B, G se transformeront en trois pa- 
rallèles A', B', C. a, b, c, d étant les intersections des quatre droites par 
une transversale, et a', b\ d les intersections des parallèles par la trans- 
formée de la transversale, comme le point i se transforme en un point qui 
passe à rinûni, on aura 

ca . do, du' 

cb * db ~ cV '' 

et le second membre étant constant, quelle que soit la transversale , il en 
est de même du premier. 

N. B. On pourrait appeler plus simplement rapport anharmonique d'un 
faisceau de quatre droites celui des quatre points d'intersection par une 
transversale; mais la considération des sinus est utile dans beaucoup de cas. 

Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites n'est pas 
altéré par la transformation. 

Car les transformées forment un faisceau de quatre droites qui coupent 
la parallèle AB aux mêmes points. 

Soient trois droites A, B, M se coupant en 0; les transformées A', B', M' 
se couperont en 0', et la droite 00' passant par le point de concours E sera 
à elle-même sa transformée. On aura donc en et 0' deux faisceaux dont 
les rapports anharmoniques seront égaux. Par conséquent, 

sin (A, M) . sin(A,OE) _ sin (A^ MQ . 8in(A^0^E) 
sin(B,M) • sin (B,0E) ~ sin (B',M') • sin (B',0'E) ' 

sin (A, M) _ sin (A-, MO . 

™ sin(B,M) "• ^' siri(B',M')* ^^^ 



Digitized by 



Google 



^ 5S5 — 

La constante > est indépendante de la direction de la troisième droite M, 
dont on prend les angles avec les deux autres A, B. 

Les distances d'un point quelconque de M à Â et B sont proportionnelles 
à sin (A, M) et sin (B, M). Appelons p, q ces distances, et p'y q* les dis- 
lances du point correspondant de la droite M' à A' et fi'; la formule (3) 
deviendra 

^=X<. (4) 

Voici quelques applications de ces formules. 

Trois points également distants sur une droite sont en proportion anhar- 
monique avec le point de la droite situé à Tinfini. Donc : 

Trois points également distants sur une droite indiquent quatre points 
en proportion harmonique sur la transformée de la droite. Le quatrième 
point est Tinlerseclion de la transformée avec la droite prise pour axe des 
y, comme il serait d'ailleurs facile de le démontrer directement. 

Par conséquent, sachant que les trois médianes d'un triangle se coupent 
en un même point, la transformation apprend que ce théorème n'est qu'un 
cas particulier du suivant : 

Si dans le plan d'un triangle on a une transversale quelconque, et que 
l'on prenne sur chaque côté le conjugué harmonique des points de ren- 
contre de la transversale^ par rapport aux deux sommets du triangle; 
en joignant chacun des points ainsi obtenus au sommet opposé, il en 
résultera trois droites qui se couperont en un même point. 

Un triangle ABC peut se transformer en un autre A'B'C, de ma- 
nière qu'un point quelconque P de son plan devienne le centre de gror- 
vite P', ou le point où se coupent les médianes ^ du nouveau triangle. 

Joignons AP, qui coupe le côté opposé BC, en a, et soit a' le con- 
jugué harmonique de a surBC; joignons BP qui coupe le côté AC en b, 
et soit b' le conjugué harmonique de b sur AC ; en prenant la droite a'V 
pour axe des y, les lignes PA, PB deviendront deux médianes du nouveau 
triangle A'B'C ; par conséquent CP dm^iendra la troisième médiane , et 
le point P se transformera en P', centre de gravité du nouveau triangle. 

iV. B. Le point c, où CP coupe le côté AB , aura pour conjugué har- 
monique, sur AB, un point c' en ligne droite avec a' y b'\ le triangle abc 
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irtscril au triangle ABC lui sera homologique, et toutes les Hgnes de la 
figure présenteront quatre points en proportion harmonique. 

Trois points d'une droite sont en rapport anharmonique avec te point de 
la droite situé à rinfini, et ce rapport anharmonique est égal au rapport 
simple des distances de Tun des trois points aux deux antres. 

Donc : Un rapport simple entre les distances de trois points d'une 
droite indique un rapport anharmonique égal de quatre points sur la 
transformée de la droite. Le quatrième point est l'intersection de la trans- 
formée avec la droite prise pour axe des y. 

Ce principe permet de généraliser la théorie des lignes proportionnelles. 

En effet , soient ab et a'ô' deux droites divisées en parties proportion- 
nëllèis, et m, m' deux points corres()oftdants des deux divisions, ou tels que 

0171 o'fn' 

bm b'm' * 

En transformant la figure, a^ ft, m deviendront A, B, M, et a', b\ m' 
deviendront A', B', M'. C et C étant les points où les nouvelles droites AB 
et A'B' coupent celle que Ton prend pour axe des y, on aura 

am __ M£ . AC ^' _ A'W . k'G' 

6m ~ BM • BC bW ~ BM' ' B'C ' 

^ Wi ^ _aW , AM . A£ _ A^M^ . A^' 

^^' bm~ b'm' ' ^^"*^' KM • B.C ~ B'M' • B'G ' 

Ainsi : Deux droites divisées proportionnellement se transforment en 
deux autres droites divisées de manière que le rapport anharmonique de 
quatre points quelconques de l'une soit égal à celui des quatre points 
correspondants de Fautre. 

M. Chasles a appelé divisions homographiques celles qui satisfont à cette 
condition, et on voit que pour les déterminer il faut se donner trois points 
A,B,C de Tune de ces divisions, et les trois points A',B',C', qui leur 
correspondent dans l'autre. 

Par conséquent : Deux droites divisées proportionnellement se trans- 
forment en deux autres droites divisées homographiquement. 

Réciproquement : Deux droites divisées homographiquement se trans- 
forment en deux droites divisées proportionnellement^ en prenant pour 
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axe des y la ligne q^ui passe par deux pmUs corretpondanis des dem 
divisions homographiques. 

Car, soit |M ; ^ _: j^^ ; .^ ^ et prenons pour axe des y la 

droile passant par les points C et G. Ces points se transforaeront en deux 

autres, à l'infini, et on aura |^ == p^, ç.q.f.d. 

On voit par là que la similitude n'est qu'un cas particulier de Vhomo^ 
graphie, que la géométrie ordinaire ne soupçonnait pas. 

Soient A, B, C.n points ayant pour coordonnées a, a'; 6, b'; c, <:';... 
on appelle centre des moyennes distances un point ayant pour coordonnées 

X, y, tels que nx= a + b + c + ou iw? = za, el que 

ny = a' 4- ^' + c' + ou ny = sa'. 

Le centre de moyenne distance de deux points A, B est le milieu de 
la droite qui les joint; car 2a? = a + ft, et 2y = a' + b' . Ce milieu se 
transforme en un point conjugué harmonique sur A'B' du point où cette 

drœte coupe l'axe des y, tel T^e | = ^ + j et ^ = j, + ^ . • 

Le centre des moyennes distances de n points A, B, C. . . se transforme 

_ 1 41 1 

en un point tel que - = 2 - et - = s g appelé par Poncelet centre des 

moyennes harmoniques. Le centre des moyennes distances est indépendant 
de la droite que l'on prend pour axe des y ; mais le centre des moyennes 
harmoniques varie avec la position de cette droite, que Ponçplel appelle axe 
des moyennes harmoniques. 

Donc : Le centre des moyennes distances de plusieurs points situés sur 
la même droite se transforme en centre des moyennes harmoniques des 
points correspondants de la nouvelle droite. 

Par exemple, de ce théorème de Newton : 

Si, sur chacune des sécantes parallèles (fune courbe d'un degré quel-- 
conque, on prend le centre des moyennes distances des inter^ectims de 
la sécante avec la courbe, le lieu de ces centres sera une ligne droite. 

On est en droit de conclure cet autre théorème de Cotes : 

Si, sur chacune des sécantes issues d'un même point à une courbe de 
degré quelconque, on prend le centré des moyennes harmoniques des 
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intersections de la sécante avec la courbe^ le lieu de ces centres sera une 
ligne droite. 

Pour une conique, le théorème de Cotes résulte de ce que les milieux de 
toutes les cordes parallèles d'un cercle sont en ligne droite. 

Donc : Une conique se reproduit en prenant pour point de concours un 
point quelconque y et pour parallèle le lieu du conjugué harmonique de ce 
point sur toutes les cordes de la conique qui passent par ce point. 

On verra que ce lieu est la polaire du point. Si le point est extérieur à la 
conique, la polaire devient la corde de contact de ce point. Si le point est à 
rinflni, la polaire passe par les milieux d'un système de cordes parallèles de 
la conique ; et comme la conique peut se transformer en un cercle : 

Un cercle ou une conique se reproduisent en prenant pour point de 
concours un point quelconque extérieur, et pour parallèle la corde de 
contact de ce point. 

On conçoit la facilité qui en résultera pour les démonstrations. 

20. Nous terminerons par l'étude des propriétés métriques de deux 
figures homologiques quelconques. 

Si Von prend sur deux droites correspondantes RS et R'S' de deux 
figures homologiques {fig. 7) les points \etl\ dont les homologues sont à 
Vinfiniy le produit des distances de deux points homologues quelcon- 
ques M, M' de ces deux droites aux points I et V respectivement , sera 
constant. [G. S., 510.) 

Car par les triangles semblables EMI, EM'I' 

Il = S ' ^^^ ^^ ^ '^''' = El X El' = const. 

Le produit des distances de deux points homologues M, M' aux deux 
droites Oy et IJ' de chaque figure qui correspondent à l'infini de Fautre^ 
est constant. {G. S. y 514.) 

Ces distances sont égales à OP et à P'I' = P'A + AJ' = CM' + OE, 

CM' =^^^à ; donc OP X P'I' = OE X PA + OE X OP, ou 

OP X P'J' = OE X OA == const. 
De là résulte cette nouvelle déflnitioû des figures homologiques : 
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Étant données deux droites parallèles Oy et }}* dans le plan d'une 
figure, si d^un point fixe E on mène un rayon à chaque point de la 
figure et qu'on prenne sur ce rayon un point m' tel que le produit des 
distances des deux points m, m^aux deux parallèles soit constant ^ le point 
m' décrira une figure homologique. {G. S. 530.) 

Le rapport des distances de deux points fixes a, b d'une figure à une 
droite L , est an rapport des distances des deux points fixes corres- 
pondants a', b', à la droite correspondante L', dans une raison constante. 

Car L et V coupent les droites ab , a'b* en deux points correspondan*s 
w, m\ et on a par la formule (2) 

bm b'm' ' 

am et bm sont proportionnelles aux distances de la droite L aux points 
a et by et a'm\ Vm' sont proportionnelles aux distances de la droite L' aux 
points a', b\ d'où résulte la proposition énoncée. 

Le rapport des distances d!un point quelconque m de l'une des figures 
à deux droites fixes A, B, est au rapport des distances du point corres- 
pondant m' aux deux droites correspondantes A\ V dans une raisên con- 
stante. (G. S. 512.) 

Car A,B et A',B' se coupant en deux points correspondants rf, d\ joignons 
dm, d'm' , et désignons ces droites par M, M'; on aura par la formule (3) 



sin (A, M) _ sin (A^ W) 
sin(B, M) ^ ^ sin (B', MO 



Ou bien p, q étant les distances des droites A, B au point m, et p\ q' 
celles des droites A', B^ au point m\ on a par la formule (4) 

Le rapport des distances de deux points correspondants m^ jn' à deux 
droites correspondantes A, A', est au rapport des distances de ces points 
au point de concours E (centre homologique) dans une raison constante. 

Car une droite quelconque passant par le point de concours E coupe 
A, A' en deux points correspondants rf, d\ et cette droite étant à elle-même 
vm. 69 
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sa transformée, les dislances des points m, m' à cette droite sont propor- 
tionnelles à Em, Em'; on a donc» par le théorème précédent» en appelant 
p, p' les distances des points m, m' k A, A' 

p' ~^ Ên7 ' 

N. B. Lorsque l'un ou deux des points fixes, ou Vune ou deux droites 
fixes passent à IHnfini, cela revient à supposer égaux à l'unité les seg- 
ments qui deviennent infinis ou les distances qui deviennent infinies. 

Soit ^ = X V^ ; la constante X se détermine en se donnant une 

position particulière c du point m^ eX c' étant la position correspondante 

de w', on a ^ = ^ X ^ . Si le point b' passe à l'inAni, le segment Vni' 

devient infini, mais disparait à cause du segment V c' de la constante, 
qui devient aussi infini, et Ton a 

j— =ia'm\ 

om 

ce qui revient à faire b'm' = 1 dans la formule. 

On a maintenant 

ac 






bc X a'c' 



Si le point a passe à rinflni, am devient infini, mais disparait à cause 
du facteur ac de la constante, qui devient aussi infini, et 

bm ' 

ce qui revient à faire am = i dans la formule. 

N. B. 6 et a' sont les points I et J' de chacune des deux droites qui 
correspondent à Tinfini de l'autre, et bm x a'm est constant, comme nous 
l'avions déjà démontré. 

On discuterait de môme la formule 



sin(A,M) _ , sin {A\W) 
8iii(B,M) ■" '^sin(B',M') ' 



on ? = xP-, 
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Par exemple, si la droite B passe à l'infini , on a p = X -, . D'où ré- 
sulte ce théorème, d'ailleurs facile à démontrer directement : 

La distance de chaque point d'une figure à une droite fixe A est au 
rapport des distances du point correspondant de Vautre figure aux 
droites A', B' qui correspondent à A et à l'infini de la première figure, 
dans une raison constante. (G. S. 513.) 

On discuterait de même la formule i> = X ^, ; car si une des droites 

P JCiTTl 

A coïncide avec la parallèle (axe d'homologie), A' se correspond à elle- 
même, et F étant le point où Em coupe la parallèle, on retrouve le rapport 

, . Em . Fm 

anharmonique ê;î7 = X p^jp . 

Si Ton suppose Taxe d'homologie à l'infini, p^, = 1, et ^, = X. Alors 

les deux figures sont semblables et ont le point E pour centre de simi- 
litude. 

Si E est à l'infini, ^, r=: l , et ^ étant constant, chacune des figures se 

déduira de l'autre par l'accroissement des coordonnées, par rapport à Taxe 
d'homologie. 

Si la droite A passe à l'infini, A' deviendra la droite JJ', et En^ = A -^ . 

De même, si A' passe à l'infini, A devient la droite Oy, et Em' = X — ^ ; 

d'où Ton voit que si Tun des points décrit un cercle, l'autre décrira une 
conique, comme nous l'avions déjà démontré. 



EXPOSÉ ANALTTIQUE DE LA MÉTHODE. 

Tout mode de transformation des figures planes revient à se donner deux 
relations quelconques entre les coordonnées d'un point Xy y d'une figure 
et les coordonnées d'un point correspondant x\ y' de la nouvelle figure. 
F(x, y) = étant la courbe que décrit le point a:, y , on aura celle que 
décrit le point x\ y en éliminant a?, y au moyen des deux relations. On 
peut d'ailleurs supposer les deux figures rapportées aux mêmes axes ou à 
des axes différents. 
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Le cas le plus simple est celui où Ton se donne des relations algébriques 
et du premier degré en a?, y, x\y\ 
En prenant les relations 

_ ay' ^hsi + c _ gy + Val >f d 

Waring généralisa la transformation du lemme XXH des principes de 
Newton, et en rapportant les deux figures de ce lemme aux mêmes axes, 
on trouve les relations plus simples de la page 517, qui prouvent que les 
deux figures sont homologiques. 

En effet, la droite Y — y = ^-^^ {X — x) qui joint deux points cor- 

respondants , donne sur Taxe des Y un segment constant X = — d. 
Une droite quelconque Y = mX, 4- ^ se transforme eu une autre dont 

le oodfioientiaiigulaire est | ; et comme pour X = A, on a Y' = Y , la 

droite et sa transformée se coupent sur la parallèle X = A; à Taxe dès y. 
Par eoQséqueùt : le centre d'homologie est le point E sur Taxe des X tel 
que OE r= — d, et Taxe d'homologie est une parallèle à Taxe des Y à la 
distance OA = k. 
M, M' étant deux points correspondants, la droite MM' passe par le point E, 

et gj|- = j^Td "^ i • ^ ^^^* '^ P^*^* ^^ ^^' ^"P^ ^'^^^ d'homologie, 
FM' x^k d ,, , EM' . FM' A; , ♦ . ^ 

FM = F=:^= Jî ^^« ÊM • FM = d' ^ ^^^ P^^"^^ '^ constance du 
rapport anharmonique des quatre points E, F, M, M', 
Pour toute autre distance k' de la parallèle à Taxe des y , M se transfor- 

., „„ , , EM" k' , EM' k ^, , . 1. , . .,• 

merait en M", tel que gj^p = - ; donc ^^p = ^. ; d'où resuite la simili- 
tude des transformées. 

Par conséquent, il suffit d'opérer la transformation pour le cas le plus 
simple oxi d = k. Alors les points M, M' étant conjugués harmoniques sur 
EF, se reproduisent réciproquement. 

Voilà pourquoi nous avions appelé transformation Neivtonienne celle qui 
résulte de ces formules. 

Une droite y = wud + ^ se transforme en une nouvelle droite 
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g restant constant, toutes les transformées sont p&rftllélôs*. th rêistant cottstâAt, 
toutes les transformées se coupent an même point sur Taxe des y. La droite 
y=im{x + k) qui passe par le point de concours se reproduit. 

Transformation des distances. — Soit D la dislance de deux points a, b\ 
a\h' de la droite y = mx+g. On aura D^ =± (ï 4- m^) {a — ay. 

a et a' deviennent — et -, et w devient ^ . D' étant la distance Irans- 

fornoée 



y. _ m^^ + ff') (^-g? 



^ — 1 4- m» aV* 



et comme (a — a'Y = t-t — ? on a D' = \ -, . 

^ ' 1 + ^ aa 

Transformation des ar^es. — Soient^ detu droites f ^=^ iMte' + ^ , 
y = m'x + g\ Les transformées auront pour coefflcients angulaîreà | . | 
et a étant l'angle de ces transformées 

d'où Ton voit qu'on peut déterminer k de manière que les transformées se 
coupent sous un angle donné. L'angle sera droit si gg' = — F. 

Transformation du cercle.— Le cercle y^ + oj* + Ay + B« + C = 
se transforme en une conique k^y^ + kkxy + Co^ 4. "RK^x + Jb* = 
caractérisée par A' — 4C. Les intersections du cercle avec Taxe des y sont 
les racines de l'équation y' + Ay + C = 0. Ainsi, la transfi>rmée sera 
une ellipse , une hyperbole on une parabole, suivant que l'axe des y sera 
extérieur au certle, sécant ou tangent. Le cercle se reproduit st A = 0, et 
si i(;^ = G, ce qui exige que l'axe des y soit extérieur. € est le cftrré de la 
longueur de la tangente au cercle par l'origine ; p»r oondèqoent k «&t égal 
à cette tangente. 

La corde de contact du point de concours B, peur le(}uel y ^^ 0, 
a? = — k étant x = k, le cercle se reproduit en prenant pour point 
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de concours un point quelconque extérieur^ et pour parallèle la corde 
de contact de ce point. 

Transformation des coniques. — Une coDiqae 

Ay' + Bajy + Ca?^ + Dy + Ea? + F = 
se transforme en une autre conique 

kkY + Diby + Fa?^ + M^y + ^K'x + C** =^ 

caractérisée par D^ — 4AF. La première conique coupe Taxe des y en deux 
points donnés par les racines de 

Ay' + Dy + F = 

qui sont imaginaires, réelles et inégales, ou réelles et égales, suivant qu'on a 

D* — 4AF<0, D^ — 4AF>0, D' — 4AF = 0. 

Ainsi : Une conique quelconque peut produire une ellipse^ une hyper- 
bole ou une parabole. 

La conique se reproduit si l'on a BA = D, F = C*\ 

Une conique quelconque peut se transformer en un cercle. 

Pour que la transformée soit un cercle, il faut d'abord que le terme en xy 
disparaisse, ou que D =: , ce qui exige que le diamètre de la conique 

iky + Ba? + D = 

conjugué de Taxe des y, passe par l'origine. Il faut de plus que les coeffi- 
cients des carrés des variables soient égaux , ou que AA* = F , ce qui 
exige que F et A soient de même signe. Les intersections de la conique 
proposée avec l'axe des y sont données par ky^ + F = 0, qui a ses ra- 
cines imaginaires ; donc l'axe des y doit être extérieur à la conique. On voit 
que cet axe est une corde idéale dont la moitié est égale à k. 

Donc : Une conique quelconque se transforme en un cercle, si F on prend 
pour axe des y une corde idéale ^ pour oriqine le milieu de la corde y et 
pour distance de la parallèle la moitié de cette corde. 

On peut éviter la considération de la corde idéale. La polaire d'un point 
quelconque Qyb de l'axe des y est 

2A*y + (B* + E) a? + 2F = 0, 
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F 



et on a pour le segment b' que la polaire intercepte sur cet axe, J' = — ri ; 



d'où *A' = — ^, et * est moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
ments b, b\ situés de divers côtés de Torigine, lorsque la corde est idéale. 



% lY. Théorie des transversales. 

21. Lrmhe. — Si on prend sur chacun des côtés d! un polygone un point 
qui détermine deux segments^ additifs ou soustractifs, le produit de tous 
les segments non contigus divisé par le produit de tous les autres donnera 
le même rapport y de quelque manière que l'on transforme la figure. 

Soit ÂBGDE. . . le polygone, a, byC.d^e... les abscisses des sommets, 
et M, N, P, Q. . . les points pris sur les côtés. Désignons par les mêmes 
lettres accentuées les points correspondants du nouveau polygone ; on aura 

par la formule (2) |;«; = ^ x ^ ; ^^F = cg X | etc. MuUi- 

pliant et réduisant, les abscisses disparaîtront, et il en résultera la propo- 
sition énonc/ée. 

22. Théorème de Carnot, — Lorsqu'une transversale rectiligne coupe 
les côtés d'un polygone, le produit de tous les segments non contigus est 
égal au produit de tous les autres. 

En prenant la transversale pour axe des j/ , ^ les segments transformés 

A'M' B'N' 

A'M', B'M'. . . deviennent tous indéfinis ; -gjjp = 1 , gTjjv = 1 ... ; donc 

BM ^ CN ^ DP ^ • • • — ' 

que nous représenterons par la notation (^^ = 1 # et 11 en résulte la 

proposition énoncée. 
Si une nouvelle transversale coupe les côtés du même polygone en m, 

1^, p, ... on aura aussi (g£) = 1; donc {^^) = 1. 

Il en serait de même, quel que fût le nombre des transversales; par con- 
séquent le tbéoréme s'étend à un polygone dont les côtés sont coupés par 
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ceux d'un aiilire polygoue, et il subsiste eu remplaçanl le premier polygone 
par une courbe de degré quelconque, (Carnot; Géom. de position.) 

On le démontre facilement pour le cercle, en partant des propriétés con- 
nues ^es cordes ou des sécantes qai se coupent an même point. Donc il 
est vrai pour une conique quelconque. 

LorsqtCun polygone est circonscrit à une conique , le point de contact 
détermine deux segments sur chaque côté, et le produit de tous les segments 
wn contigw e^t égal à celui de tous les autres. 

I( suffit dç le démontrer pour ie cas du cercle» et le théorème est alors 
évident à ca^se de Fégalité des tangentes au cercle par le même point* 

Le tbéofècoe deXarnot s'éleod à uq polygone gauche, ou dont les côtés 
ne sont pas dans un même plan, qui serait coupé par un plan transversal. 
Car, en projetant le polygone gauche sur un plan quelconque par des paral- 
lèles du plan transversal, on obtient un polygone plan coupé par une trans< 
versale rectiligne, et les segments déterminés par la transversale sur chaque 
côté sont proportionnels à ceux que le plan transversal détermine sur les 
côtés 4u polygone gauche. 

Cas du triangle. — Prenant pour origine le point où la transversale conpe 
l'un des côtés, la relation segmentaire, d'ailleurs facile à démontrer directe- 
ment, devient une conséquence de ce théorème : La parallèle à un des 
côtés dun triangle coupe les deux autres en parties proportionnelles. 

La réciproque est vraie et se démontre facilement. Elle sert à prouver 
que trois points d'une figure sont en ligne droite. 

Trois^ droites menées dun point D aux trois sommets dun triangle 
ABC coupent les côtés opposés en trois points a, b, c, tel que le produit 
de trois segments non contigus est égal au produit des trois autres. 

Évident par la transformation du triangle en un autre, A'B'C, tel que D' 
soit le point où se coupent les médianes du nouveau triangle. D'ailleuirs 
facile à démontrer directement , ainsi que la réciproque, qui sert à prouver 
que trois droites d'une figure se coupent au mên^ point. 

Par exemple : Dans im triangle circonscrit à une conique, les droites 
qui joignent les sommets aux points de contact des côtés opposés le cou- 
pent au mime point. 

Car on vient de voir que la relation segmentaire a lieu. 
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Soit nD triangle ABC (Jig. 20) et a, a' ;*,*'; c, c' les points où les 
côtés sont cpapés par ane conique. On aura la relation segmentaire 

Kh.kb' hc.Bc' CM.Ca' _ . 
Ae.Ac' ^ Ba.Ba' ^ C6.C6' ~ 

qui servira à trouver un des segments, Âc' par exemple, si l'on connaît 

tous les autres. Car ^^/ = 5 • "* é^"* "•** quatrième proportion- 

Rr Rr' Ri;' 

nelle aux trois lignes connues Ac, Ab, AA'. De même ^'q^^ ^^ "TT * ®'' 

Posant ?a=r.A<!'=;^.OrB<!'=Ai!' — AB, etAc'=^ 
quatrième proportionnelle à trois droites connues. 

23. Cinq points déterminent une conique. — Soient a, 6» b\ c, c' les cinq 
points. Les droites bb\ cd et une transversale quelconque passant par a 
formeront un triangle ABC, et on trouvera, comme nous venons de l'indiquer, 
le segment Ga' qui déterminera un sixième point de la conique qui passerait 
par les cinq points donnés. 

Nous allons voir qu'on peut trouver un nouveau point de la conique par 
de simples intersections de droites, ou en ne faisant usage que de la rlgle. 

Hexagone inscrit à deux droites ou à une conique. — Soit ab'ca'bc'a 
un hexagone quelconque inscrit à deux droites on à une conique (Jig. 21). 
Les côtés de rang pair b% a^b, ad forment un triangle RST qui coupé 
par les deux droites ou par une conique donne 

Ra'.Rfr Sfl.Sc^ ^ Tc.Ty _ . 

^^ D ^ \^ J ^^ 4j^ ot' •*^" * • 



Les côtés de rang impair sont des transversales de ce triangle, et M, N, P 
étant les points où ils coupent les côtés des rangs pairs, on a aussi 

Rg'.Rft.RM So.S</.SN Tc.TyxTP _^ 

To'.Tft.TM "^ Ro.Rc'.RN ■^ "ScIsFTSP" ~ 

qui par suite de l'égalité précédente se réduit à 

RM.SN.TP = TM.RN.SP 
Tin. 70 
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et cette relation segmentaire prouve que les trois points M, N, P sont en 
ligne droite. {Prop. proj., tora. 11.) 

Ainsi : Dans tout hexagone inscrit à une conique ou à deux droites , 
les côtés opposés se coupent en trois points situés sur la même droite. 

Gela posé, soient A» B, G, D, E cinq points donnés {fig. 22). En joignant 
ces points deux à deux, on pourra considérer, par exemple, AB, BG, GD, 
DE comme les quatre premiers côtés d'un hexagone inscrit à une conique. 
Les côtés opposés AB, DE se coupant en I, menons par ce point une trans- 
versale quelconque qui rencontre BG en K et GD en L ; K et L seront les 
intersections des deux autres couples de côtés opposés de l'hexagone, et EK 
AL se couperont en un nouveau point F de la conique. 

24. Théorème de NKWTON.^Revenons au triangle dont les côtés sont coupés 
par une conique. Si l'un des sommets Bdu triangle passe à l'infini, ou si les 
deux côtés de l'angle B sont parallèles, la relation segmentaire se réduit à 
At.Ab' Cb»Cb' j' /% j|— V 

Â^IÂT — CÏÎXS' ^^- ^^^• 
Par un point quelconque D de la droite aa^ menons une parallèle à AG 

Gb.Gb' _ De. De 
'Ca.Ca' ~ Da.Da ' 



qui coupe la courbe en ^, e' ; on aura de même p p , = rrrr » ^^ 



par suite 

Ab.Ab' _ De. De' 
Ac.Ad Da.Da' 

d'où résulte ce théorème de Newton : 

Si par un point D on mène des parallèles à deux droites fixes Ab\ 
Ac' qui se coupent dans le plan d'une conique^ le rapport des produits 
des segments interceptés par la courbe sur ces parallèles , à partir du 
point D, sera constant^ quelle que soit la position de ce point. 

25. Cercle osculateur des coniques. — Supposons trois points, byCyb' 
d'une conique infiniment voisins {fig. 20), et trois autres points quelcon- 
ques a, a\ d de la courbe. Le triangle ABC, dont les côtés sont les cordes 
oa', bV et ce', donne 

Ab.Ab' Bc.Bc^ Ca.Ca^ _ . 

Ac.Ac' ^ Ba.Ba' ^ C6.C6' "" ^' 
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Concevons un cercle passant par les trois points voisins bjC.b' et coupant le 
côté ÂB du triangle en p, on aura Ap.Kc-= kb.kV, et par suite 

. ^ , Ba.Ba' C6.C6' 

^p = ^^ ^^bTbï'XcïIT!?' 

ce qui détermine Ap, quelle que soit la position des trois points b^c.b'. 
Lorsque ces trois points se confondent , le sommet A du triangle coïncide 
avec Cy la corde bb' devient la tangente en A, et 

A - 4./ ^^ Ba.Ba ^ ^^ CA« 
Ap- AC XBÂ:B?^Crc5'- 

Le point p ainsi déterminé appartient à un cercle tangent à la conique 
en A, et que Ton appelle cercle osculateur en ce point. 

Cette élégante application de la théorie des transversales est due à 
M. Cbasles. 

§ y. Faisceau harmonique. 

26. Lemme. — Trois droites issues du mime point se transforment en 
trois parallèles équidistantes. 

Soient trois droites issues du point (fig. 24) coupées en A, B, C par 
une transversale, et D le conjugué harmonique de B sur AC ; joignons OD, 
et prenons cette droite pour axe des y; OA, OB, OC se transformeront en 
trois parallèles coupées par la transformée de la transversale en A', B' C, 
de manière que A'B' =: B'C; donc les trois parallèles seront équidistantes. 

A toute autre transversale coupant les trois droites en M, N, P et Taxe des 
y en Q, correspondra une autre transversale coupant les parallèles équidis- 
tantes en M', N', P', et N' étant le milieu de M' P', le point N sera conjugué 
harmonique de Q sur MP ; par conséquent : 

Trois droites issues d'un même point forment avec une quatrième droite 
issue du même point un faisceau qui coupe harmoniquement une trans- 
versale quelconque. 

A cause de cette propriété, on a donné le nom de faisceau harmonique 
à l'ensemble des quatre droites, qui sont dites les rayons du faisceau; le 
point où elles se coupent est appelé Vorigine, ou le centre du faisceau. 
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N. B. Les rayons d'nn faisceau harmoniqne peuvent être parallèles, ce 
qni revient à supposer le centre à l'inAni. 

27. Quatre droites issues d'un même point formerUun faisceau harmonir 
quey s'il existe une transversale qui les coupe harmoniquement. 

Car en prenant une des droites pour axe des y, les trois autres se trans- 
formeraient en trois parallèles équidistantes; donc les quatre droites coupent 
harmoniquement toute autre transversale. 

28. Une parallèle à un des rayons d'un faisceau harmonique est divi- 
sée en parties égales par les trois autres. 

La parallèle est coupée barmoniquement par les quatre rayons, et Tun 
des points étant l'infini, les trois autres sont équidislants. 

29. Réciproquement : Quatre droites issues d'un mime point forment un 
faisceau harmonique si une parallèle à Vune d'elles est divisée en parties 
égales par les trois autres. 

Car les trois points d'intersection snr la parallèle sont en proportion 
harmonique avec le point à Tinfini. 

30. Deux droites forment un faisceau harmonique avec les bissectrices 
de leurs angles. 

Une parallèle à Tune des bissectrices (orme avec l'autre bissectrice et les 
deux droites deux triangles rectangles égaux, ce qui prouve que la parallèle 
est divisée en deux parties égales. 

31. Réciproquement: Si deux rayons d'un faisceau harmonique sont 
rectangulaires, ils divisent en parties égales les angles des deux autres 
rayons. 

Une parallèle à Tun des rayons rectangulaires est divisée en parties 
égales par les trois autres rayons, et on a deux triangles rectangles dont 
régalité prouve que les rayons rectangulaires divisent en parties ^les les 
angles des deux autres. 

32. Deux côtés apposés d'un quadrilatère complet forment un faisceau 
harmonique avec la troisième diagonale et la droite qui joint Vintersec- 
tion de ces côtés avec celle des deux autres diagonales. 
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Évident par la traDsformation da qnadrilatère complet en parallélo- 
gramme, et il résalte cette conséquence : 

Chacune des diagonales d'un quadrilatère complet est coupée harmo- 
niquement par les deux autres. 

33. Trouver le conjugué harmonique cFun point G sur une droite AB, 
en ne faisant usage que de la règle. 

Formons an quadrilatère complet dont deux côtés opposés se coupent en 
A, les deux autres en B, et dont nne diagonale passe par G; l'autre diagonale 
coupera AB en un point D, conjugué harmonique de G. 

Gette construction peut s'effectuer sur le terrain par la méthode des 
alignements et donne une solution de ce problème : 

Trouver la distance d'un point à un point inaccessible. 

% VI. PÔLE ET POLAIRE PAR RAPPORT A DEUX DROrTES. 

34. Lemme. — DetAX droites coupées par des transversales issues d'un 
même point se transforment en deux parallèles coupées par des trans- 
versales parallèles. 

On prendra Taxe des y passant par le point et par Tinlerseclion des deux 
droites. 

Le milieu de la partie interceptée par les deux parallèles sur chacune des 
transversales parallèles est sur la parallèle équidistante ; donc : 

Lorsqu'une transversale tourne autour dun point P, le conjugué har- 
monique Q de ce point, par rapport aux intersections de la transversale 
avec deux droites^ reste sur une troisième droite qui passe par l'inter- 
section des deux autres. 

A cause de cette propriété . le point P est dit le pôle de la droite que 
décrit le point Q, et celle droite est dite la polaire du point P. 

Les diagonales de tous les parallélogrammes formés par les deux paral- 
lèles, avec deux quelconques des transversales parallèles, se coupent sur 
la parallèle équidistante. Donc : 

35. Une transversale tournant autour dun point P détermine sur deux 
droites des divisions telles que les lignes qui joignent deux points quel- 
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conques de l'une des divisions aux points correspondants de l'autre y pris 
inversement^ se coupent sur la polaire du point par rapport aux deux 
droites. 

Par conséquent, la construction de la polaire n'exige que l'emploi de la 
règle. 

N. B. La droite qui joint le pôle à Tintersection des deux droites forme 
un faisceau harmonique avec ces deux droites et la polaire, ce qui ramène 
la théorie du pôle et de la polaire à celle du faisceau harmonique, et réci- 
proquement. 

36. Les polaires d*un même point P par rapport à chacun des angles 
d'un triangle ABC coupent les côtés opposés en trois points situés sur la 
même droite. 

La polaire d'un point par rapport à chacun des angles du triangle est 
conjuguée harmonique de la droite qui joint le point au sommet par rapport 
aux deux côtés de l'angle. Or, nous avons vu que le triangle ABC peut se 
transformer en un autre A'B'C, de manière que le point P' soit Tinter- 
section des médianes. Les polaires du point P' par rapport aux angles du 
nouveau triangle A'B'C seront les parallèles par les sommets aux côtés 
opposés, ce qui rend la proposition énoncée évidente. 

Si le point P passe à l'infini, suivant une direction quelconque, PA, PB. 
PC devienent parallèles à cette direction, et on a ce nouveau théorème : 

Une transversale étant donnée dans le plan d^un triangle, les droites 
qui vont des sommets au milieu des segments que chaque angle intercepte 
sur la transversale rencontrent les côtés opposés en trois points situés 
sur la même droite. 

Ces droites sont les polaires du point à l'infini sur la transversale. 

Les polaires d!un point par rapport à deux angles d'un triangle se 
coupent sur la droite qui joint ce point au sommet du troisième angle. 

Résulte de ce que les parallèles à deux côtés d'un triangle par les 
sommets opposés se coupent sur la médiane qui passe par le troisième 
sommet. 

Les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle rencontrent les 
côtés opposés en trois points situés sur la même droite. 
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Car ces bissectrices sont les polaires du centre da cercle inscrit par 
rapport à chacun des angles du triangle. 

g VIL Théorie du rapport anharmonïque. 

37. Lemme. — Le rapport anharmonique de quatre points situés sur la 
même droite, ou d'un faisceau de quatre droites, n'est pas altéré par la 
transformation (19). 

Nous indiquerons, pour abréger, le rapport anharmonique de quatre 
points A, B, C, D par la notation (ABCD), les deux dernières lettres 
désignant les points dont on prend les distances aux deux autres. Ainsi, 

38. Le rapport anharmonique de quatre points n'est pas altéré lorsque 

l'on permute entre eux deux des points y pourvu que ton permute aussi les 

deux autres. 

D... ^«r«r.in /A^pm _ CA . DA _ CA.DB AC . BC /mAiix 
Par exemple, (ABCD) = cb • 55 = Cb:dâ= Ad • bd = (^^^®) • 

39. Lorsque deux séries de trois points, B, C, D et B\ C, D' se cor- 
respondent un à un sur les côtés d!un angle et forment le même rapport 
anharmonique avec le sommet A, les trois droites BB\ CC, DD' se cou- 
pent au même point (fig. 25). 

Prenons pour point de concours l'intersection E de deux de ces droites 
BB\ ce, et pour parallèle la polaire AP du point E par rapport aux côtés de 
l'angle. Ces deux côtés se transformeront Tun en l'autre, et d étant le point 
oùED coupe l'autre côté de l'angle, on aura (ABCD) = (A'B'C'rf); mais 
(ABCD) = (A'B'C'D'), ce qui exige que d coïncide avec D'. Donc la troi- 
sième droite DD' passe aussi par le point E. 

Nous indiquerons le faisceau de quatre droites OA, OB, OC, OD par la 
notation O(ABCD); et si A, B, C, D sont les intersections de ces droites 
par une transversale , (ABCD) sera égal au rapport anharmonique du feis- 
ceau. Donc : 

On n'altère pas le rapport anharmonique d^un faisceau en prenaM 
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toute autre origine, pourvu que les nouveaux rayons coupent une trans- 
versale aux mêmes points. 

Par exemple : (ABCD) = O'(ABCD) = O'^ABCD). 

40. Le rapport anharmonique d'un faisceau n'est pas altéré lorsque Von 
permute deux des rayons, pourvu que l'on permute aussi les deux autres. 

Car, puisque (ABCD) = (CDAB), on aura aussi O(ABCD) = 0(CDAB). 

41. Lorsque deux faisceaux ont un rayon commun et même rapport 
anharmonique, les trois autres rayons correspondants le coupent en trois 
points situés sur la même droite {fig. 26). 

Prenons pour axe des x h direction commune 00' des deux rayons OC, 
O'C, pour parallèle la droite a|3 sur laquelle se coupent deux couples de 
rayons correspondants OA, OA' ; OB, OB', et pour point de concours E, le 
conjugué harmonique sur 00' du point y où «(3 coupe 00'. Les trois rayons 
OA, OB, OC se transformeront en O'A', O'B', O'C. 5 étant le point où OD 
coupe (x|3, et d' le point où la transformée de OD coupe la même ligne, on 
aura («jSyî) = (ajSyrfO ; et comme les deux faisceaux ont le même rapport 
enharmonique, d' devra coïncider avec 3; par conséquent OD se transfor^ 
mern aussi en O'D'. 

Lorsque deux systèmes de quatre points correspondants sur une droite 
ont un rapport anharmonique égal , tous les autres rapports anharmani- 
ques sont égaux y de quelque manière qu'on les prenne. 

Car les deux droites seraient en perspective, si Ton faisait coïncider deux 
points correspondants. 

Lorsque deux faisceaux de quatre droites correspondantes ont un 
rapport anharmonique égal, tous les autres rapports anharmoniques 
sont égauXy de quelque manière qu'on les prenne. 

Car les deux faisceaux seraient en perspective, si Ton faisait coïncider 
deux rayons correspondants. 

Il est évident que 

Deux faisceaux qui ont les mêmes angles ont le même rapport anhar- 
monique. 

Donc : Deux faisceaux qui ont les rayons correspondants respective- 
fnent parallèles ou perpendiculaires, ont même rapport anharmonique. 
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42. Le rapport anharmonique n'est pas altéré si on remplace des rayons 
par leurs prolongements, on des angles par leurs suppléments. 

Car on aura les mêmes points d'intersection avec une transversale , et 
d'ailleurs des angles ont le même sinus que leurs suppléments. 

43. C'est sur cette théorie si simple du rapport anharmonique qu'est fondée 
ja Géométrie supérieure de M. Chasles. 

« Aucune autre proposition, dit l'éminent géomètre (G. S., Préf. xxiv), ne 
me paraît aussi propre que celle de ce rapport à servir de liaison entre les 
diverses parties'd'une figure dont on veut découvrir ou démontrer les pro- 
priétés. La proposition la plus généralement employée est celle de la pro- 
portionnalité entre les côtés des triangles semblables , mais ces triangles 
n'existent pas en général dans les données de la question, et il faut chercher 
à les former par des lignes auxiliaires, tandis que les rapports anbarmoni- 
ques s'aperçoivent presque toujours dans la figure, ou peuvent s'y former 
très- aisément. » 

En comparant les énoncés des propositions que nous venons de dé- 
montrer, on verra que l'on passe d'un énoncé à l'autre en remplaçant les 
points par des droites, et les droites par des points. C'est en cela que con- 
siste le principe de la dualité, qui permet de déduire immédiatement de 
certains théorèmes de nouveaux théorèmes que l'on appelle corrélatifs. I^ 
rapport anharmonique se prête avec la même facilité à la démonstration 
directe de chacune des propositions corrélatives. 

Étant pris sur deux droites deux séries de trois points A, B, C ^< A', 
B', C, qui se correspondent un à un, les diagonales AB', BA' ; AC, CA'; 
BC, CB' se couperont en trois points situés sur la même droite {fig.iZ). 

En effet, A (A'B'C'C) = C (A'B'C'A), car les rayons correspondants des 
deux faisceaux se coupent sur la même droite. Les intersections de ces fais- 
ceaux par les diagonales BA' et BC donnent (A'MRB) = (SPC'B) , et à 
cause du point B commun , les trois droites A'S, PM, C'R se coupent au 
même point. Or A'S et CR se <50upent en N ; donc ce point N est sur MP. 
c. q. f. d. 

Le principe de la dualité indique ce théorème corrélatif : 

Si trois angles A, B, C sous-tendent une même corde 00' , pris deux à 
vni- 71 
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deux, ils en sous-tendront une deuxième, et tes trois cordes ainsi obtenties 
se couperont en un même point {fig. Î7). 

En effet, 0' (ABCO) coupé par les deux droites OA, OC, donne (Am'n'O) 
= {npCO). Donc m (AmVO) =p'(wpCO), el à cause des rayons mO, pV 
qui coïncident, les autres couples de rayons correspondants, mA, p'n ; mm\ 
p'p ; m»', p'C se coupent en trois points situés sur la même droite. Par 
conséquent, la corde nn' passe par l'intersection 1 des deux autres mm et 
pp\ c. q. f. d. 

§ Vlll. Divisions HOMOGRAPHiQUES sur deux droites. 

44. Lemme. Deux droites quelconques L et \J sont deux transformées 
d'une troisième droite^ déterminée par la condition que trois points a, b, c 
de la première, et trois points a', b', c' de la secofide correspondent res- 
pectivement aux mêmes points de la troisième {fig. 28). 

Joignons aV et ba^ qui se coupent en a, et bc\cV qui se coupent en y\ 
ay sera la troisième droite. En effet, si nous prenons b' pour point de 
concours el la polaire de ce point par rapport à L et «y pour parallèle, la 
droite «y se transformera en L, de manière que a, j3, y deviennent a, b, c. 
Si nous prenons b pour point de concours et la polaire de ce point par rap- 
port à L, et ay pour parallèle, la droite «y se transformera en L', de manière 
que a^ /3, y deviennent a\ b\ & . 

45. Trois couples de points a, a'; b, b'; c, c' sur deux droites L, L', 
déterminent deux divisions homographiques sur ces deux droites , et le 
tracé de ces divisions ri exige que Femploi de la règle. 

On coustTcUira, comme nous venons de l'indiquer, la troisième droite ocy, 
elm étant un point quelconque de L, joignant b'm qui coupe «y en fx, V 

donnera sur L' le point correspondant w'. |^ = « ^ , ^, = w' ^ , 

et désignant par X la constante -, , on aura ^ = x ^, . 

N. B. Le point d'intersection des deux droites L, L' ne sera pas, en 
général, un point commun des deux divisions. Ce point, considéré succes- 
sivement comme appartenant à chacune des deux droites, correspondra à 
intersection de Fautre droite avec la troisième «y. 
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Puisque cette troisième droite «7 est celle qui passe par les poiuts A', B 
qui correspoodeut à Tintersection de L,L\ représentant les points A,B' réunis, 
on trouverait la même droite «y si, au lieu de prendre pour points de con- 
cours b et b\ on prenait, soit a et a\ soit c et c'; ce qui fait voir que la 
propriété de deux séries reclilignes de trois points de deux droites n'est 
qu'un cas particulier de ce théorème, qui résulte du lemme: 

Quand deux droites sont divisées homographiquement aux points 
a, b, c. . . m et a', b', c'. . . m', deux droites quelconques am' et ma' qui 
joignent deux points de Pune des divisions aux points correspondants de 
l'autre, pris inversement, se coupent sur une même droite ay. 

46. Quand deux droites sont divisées homographiquement, le rapport 
des distances d'un point m de l'une des divisions à deux points fixes a, b 
est au rapport des distances du point homologue m' aux deux points 
fi'ûoes homologues a', b' dans une raison constante ; 

am . drrî 

Réciproquement : Si ^ = X ^«.'^^ points variables m, m' divisent 
homographiquement les deux droites ab, a'b'. 
Car c,c' étant deux positions particulières de m, m', ^ = X n^, , et 

ac , am aV . a'm ' 

bc • bm W • Fm' 

Points I et J' qui correspondent à Finfini. — La parallèle à L par b* 
coupe or/ en n, et bn donne sur V le point J' qui correspond au point àtrin- 
fini sur L De même la parallèle à V par b coupe ay en p, et b'p donne sur 
L le point I qui correspond au point à l'infini sur L'. 

N. B. Si les deux droites L, L' étaient parallèles, la troisième droite ay 
les couperait aux points 1 et J'. 

47. Le produit des distances de deux points homologues m, m' aux 
points let y respectivement est constant, car chacun des points 1 et J' tient 
lieu d'un couple de points homologues I,oo ' et 00 , j' des deux divisions, qui 
seraient déterminées si on se donn;)it un troisième couple de points bomolo- 
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gués a. a'. En effet, la parallèle à L' par a rencontrerait a' I en un pointa. La 
parallèle à L par a' rencontrerait aï en y, et «y serait la troisième droite, 
m, m'; û,^'; oo, J' et 1,qo étant quatre couples de points correspondants des 

deux divisions (am I ce ) = (a' m' go 'J'), ou r- = 77-? et 

\m X J'm' = la X J'a'. c. q. f. d. 

Réciproquement : Detuc points variables sur deux droites^ tels que le 
produit de leurs distances à deux points fixes reste constant^ divisent les 
deux droites komographiquement. 

Soit am X h' m = X. On pourra trouver deux points c^c' tels que 
ac xb'c' = X, et on aura 

am b'c' am . 00 m 00 'm' . b'm' ^ 

oc" Fm' ^^ âc • Ôd~c 00 V • "F7 * 

donc m, m' divisent homographiquement ac, et 6'c', a correspond à cx> ', 
et ô' à 00 . 

48. Les divisions komographiques deviennent des divisions propor- 
tionnelles lorsque X = 1 . 

Les points I et J' sont alors à Finfini , car la constante X de la relation 

pî =z= X p^ se détermine par la condition que Tun des points w, m' 

T IJ Tt 

sont à l'infini, d'où x = ^ , ou X = ^ ; donc al x aT = 61 x 6'J', 

comme nous l'avions déjà trouvé, a étant différent de b et a' de 6', X ne peut 
être égal à Tunité, à moins que I et J' ne soient à Tinfini. 

49. Lorsque l'intersection des deux droites L, L' est un point commun 
des deux divisions, la troisième droite 07 passe par ce point, et il suffit de 
deux couples a, a'; A, é' de points homologues pour déterminer les deux 
divisions. 

La troisième droite ay devient la polaire du point E, où se coupent aa' 
et bb\ Alors les deux droites L, L' se transforment réciproquement l'une 
en l'autre. 

Donc : Des transversales issues d'un même point divisent homogra- 
phiquement deux droites quelconques, et V intersection de ces deux droi- 
tes est un point commun des deux divisions. 
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Réciproquement : Quand deux droites sont divisées homographique- 
ment et que leur intersection est un point commun aux deux divisions^ les 
transversales qui joignent les points correspondants des deux divisions 
se coupent en un même point. 

Car les deux droites se transforment Tune en l'autre en prenant pour 
point de concours l'intersection de deux transversales aa', bb' par exemple; 
et comme (Aa bm) = (Aa' Vni), toute autre transversale m,m' passe aussi 
par le point d'intersection de aa' ei bb\ 

DIVISIONS HOliOGRAPHIQUES SUE LA MÊME DROITE. 

50. Soient a, a'\ b, b'\ c, c' trois couples de points correspondants sur une 
droite L. Transportons les points a\b\ d sur toute autre droite L', et for- 
mons, comme on vient de l'expliquer, deux divisions homographiques sur 
les deux droites. En superposant la droite \1 sur la droite L, de manière 
que les points d ,b\ d reprennent leurs positions primitives, il en résultera 
deux divisions homographiques sur la droite L. 

51. Points doubles. — 11 pourra arriver que deux points correspondants 
des deux divisions coïncident. Ils formeront alors ce qu'on appelle un point 
double. Il ne peut exister que deux points doubles-, car la coïncidence de 
trois couples de points correspondants des deux divisions entraînerait celle 
de tous les autres, en vertu de l'égalité du rapport anharmonique. 

Désignons par ^ et /" les points doubles; on aura ^ = X ^ • 

Si l'un des points doubles f est à Tinfini, — 7 = >, les divisions sont pro- 
portionnelles et déterminées par deux couples a, a'; b, V de points corres- 
pondants. L'autre point double se trouve par la condition ^ = ^, • 

Si l'autre point double e est aussi à l'infini, on a ai = a'b\ et les divi- 
sions sont égales de môme sens ou de sens contraire. 

Lorsque les points doubles existent, I et J' étant les points qui corres- 
pondent à l'infini, le milieu de U' et 0' le point homologue de 0» on a 
e\ X eV = 01 X O'J', et prenant le point pour origine des segments, 
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0^^ = 00' X O'J' ; 

doDC les points doubles sont à la même distance du milieu des deux 
points \ et y. 

Pour qu'ils existent, il faut que les deux points 0', J' soient situées d^un 
même côté du point ; sans cela, les deux segments 00', O'J' étant de di- 
rection contraire, 0^^ serait négatif. On dit alors que les points doubles sont 
imaginaires. 

Nous verrons bientôt comment on peut construire les points doubles, lors- 
qu'ils existent, au moyen des trois couples de points homologues qui déter- 
minent les deux divisions. 

DIVISIONS EN INVOLUTION. 

52. Il peut arriver que les points 1 et J' de deux divisions homographiques, 
sur une droite L, coïncident. Ils se confondront avec le milieu de IJ'; et 
puisque 1 w x J' w' = const., on aura Om x Om' = const. 

Les divisions présenteront alors cette particularité, qu'il existera sur la 
droite L un point dont le produit des distances à deux points iiomologues 
quelconques restera constant, et il suffira de connaître ce point et un 
couple de points homologues a, a' pour déterminer les deux divisions. 

Mais puisque Om x Om' est constant, on pourra intervertir entre eux 
deux points homologues quelconques m, m', ou en d'autres termes : Un 
point considéré successivement comme appartenant, soit à la première 
division, soit à la seconde^ aura toujours le même homologue. 

Les divisions qui jouissent de cette propriété sont dites en involution, et 
le point est appelé point central ou centre de Tinvolution. 

53. Deux divisions homographiques sur la même droite sont en involu- 
tion lorsque F on peut intervertir entre eux deus points homologuas a, a'. 
Car. soient m, m' deux autres points homologues quelconques. Aux poinL^^ 
a,a\ w, m' considérés comme appartenant à la première division, corres- 
pondront dans la seconde, a', a, m' et un quatrième point m", tel que 

{aa'mm') = {a'am'm") = {aa'm"m'). 



Digitized by 



Google 



— lUW — . 

ce qui exige que m^' coïncide avec m; donc on pourra ausM inlerverlir deux 
autres points homologues quelconques m, m\ 

54. Deux couples a, a'; b, b' de points homologues déterminent deux 
divisions en involution sur une droite L {fig. 29). 

Transportons les points a\ V sur une parallèle L' suivant une direction 
(juelconque ; joignons ab\ ba' qui se coupent en a et prenons pour troisième 
droite ay une parallèle par le point a, à la direction suivant laquelle se dépla- 
cent les points a\b\ Cette droite coupera L et V en I et J', qui coïncideront 
en lorsque a', b^ reprendront leurs positions primitives sur L ; on aura 
par les triangles semblables 

2| z= gA; et Oa X Oa' = Ob x Ob'. 

m étant un point quelconque de la première division, joignons b'm qui 
coupe ay en ii; bfi déterminera le point correspondant m\ et oh aura par 
les triangles semblables 

^ = g^, d'où Om X Om' = Obx Ob' = OaX Oa'; 

donc les divisions seront en involution, et sera le point central. 

55. AiUres constructions du point central. — Soit un quadrilatère MNPQ 
{fig. 50) dont deux côtés opposés passent par a, a\ les deux autres par 
byb\ et qui ait une diagonale MP parallèle à la droite L ; l'autre diagonale 
NO coupera cette droite au point central 0, 

car ^ = ^ = ^ , d'où Oa X Oa' =ObxOb\ 

56. Toutes les circonférences qui ont pour cordes des segments en 
involution sur une droite et qui passent par un même point g, se coupent 
en un second point g', et la corde commune passe par le point central 0. 

Car 0^ X 0^' = Oa X Oa' = Oé X Ob'. 

57. Points doubles. — Deux divisions en involution ont deux points 
doubles^ réels ou imaginaires^ dont le milieu est le point central 0. 
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Car, puisque Om X Om' = consl., si les points m, m' sont situés d'un 
môme côté du point 0, il en sera de même pour tout autre couple de 'points 
homologues, et il existera deux points doubles eei f situés départ et d'autre 
du point à la distance yjom x Om'. On aura Om x Om' = oe^ = of^ ; 
donc les deux points w, w' diviseront harmoniquement ef. 

Ainsi : Les divisions en involution qui ont des points doMes e, f sont 
formées par des couples de points conjugués sur ef. 

Si les points m, m' sont situés de différents côtés du point 0, il en sera 
de même pour tout autre couple de points homologues, et les points dou- 
bles n'existeront pas. On dit alors qu'ils sont imaginaires, parce que O^' 
est négatif. 

58. Les points doubles e, f de deux divisions homographiques sont en 
involution avec chaque système de couples de points tels que a, b' et 
b,a'. 

Car {abef) = {a'b'ef) = {b'a'fe); Aonc a,b, e, felb\a\ f, e 
appartiennent à des divisions homographiques dans lesquelles on peut in- 
tervertir e et f; par conséquent ces divisions sont en involution, et a,b'; 
b,a' sont deux couples de points homologues. 

59. Étant donnés trois couples a, a'; b, b'; c, c' de points homologues 
sur une droite L, trouver les points doubles des deux divisions homogra- 
phiques que déterminent ces trois couples de points. 

Prenons uu point quelconque g extérieur à la droite L, et circonscrivons 
des circonférences aux triangles gab\ ga'b\ elles se couperont en un se- 
cond point ^'. Circonscrivons des circonférences aux triangles yac', ^^a'c; 
elles se couperont en un second point g". La circonférence passant par les 
trois points ^,^',5^" coupera la droite L aux points doubles e et /", car la 
circonférence y^/doit passer par g' et par g", puisque ^ et / sont en invo- 
lution, soit avec oA' et ba\ soit avec ac' et ca\ 

La construction se prête à tous les cas. 

60. Étant données deux divisions en involution sur une droite, on peut 
reproduire la droite de manière que les points de Fune des divisions se 
transforment en points correspondants de F autre , ou en symétriques de 
ces points, par rapport au centre 0. 
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S'il existe des points doubles, la droite se reproduira en prenant un de 
ces points e pour point de concours, et pour parallèle une droite quelconque 
passant par l'autre point double f. Deux points correspondants quelconques 
m, m! étant conjugués harmoniques sur ef%^ reproduiront réciproquement. 

S'il n'existe pas de points doubles, deux points correspondants quelcon- 
ques seront situés de différents côtés du point 0, et si Ton prend un point 
m\ , symétrique de m' par rapport à , w et m'^ seront deux points corres- 
pondants d'une involution qui aura deux points doubles ; donc la droite se 
reproduira de manière que m se transforme en m\, symétrique de m' par 
rapport à 0, 

S'il existe des points doubles, les tangentes à tontes les circonférences 
décrites sur les segments en involution comme diamètres, par le point cen- 
tral 0, seront toutes égales. Car Om xOm', qui reste constant, est égal au 
carré de la tangente au cercle qui aurait mm' pour diamètre ; et ces tangentes 
seront égales à 0^ ou à Of. Donc, en prenant la droite pour axe des x et un 
des points e ou /"pour point de concours, toutes les circonférences se repro- 
duiront en môme temps, ce qui peint aux yeux Tinvolulion. 

S'il n'existe pas de points doubles, toutes les circonférences décrites sur 
les segments en involution auront une corde commune dont le milieu sera 
le point 0. 

Par conséquent. Lorsque deux divisions en involution n'ont pas de 
points doubles, il existe deux points symétriques , de part et d! autre de 
la droite , desquels on voit tous les segments sous un angle droit. 

61. Involution de six points. — Trois couples de points conjugués de deux 
divisions en involution forment ce qu'on appelle une involution de six 
points. 

Quatre de ces points, pris dans les trois couples, ont même rapport anbar- 
monique que leurs homologues. 

Réciproquement : Soient a, a' ; A, *' ; c, c' tels que, par exemple {abcc') 
= {a!Vdc)\ ces trois couples détermineront deux divisions homographiques; 
et, comme on peut intervertir l^s points homologues c,c^ las divisions seront 
en involution. 

/ i A /-/!// \ oa da c'a' col 

{abcc')={abcc), ou - : ^-^^ = ^^ : ^^, 

vm. 72 
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donne une relation entre boit segments . 

ca.ca' .c'b.c'V = c'a' .da.cV .cb 

et on en trouverait deux autres de ce gec^re. 

/^L^/ \ r n/ t\ o!o, ca aa' c'a' 

{aba^c) = {a Vac'), ou ^^ : ~^ = ^. : ^. 

donné une relation entre six segments 

aV . cV . c'a' = a'b . c'b . ca , 

et on en trouverait trois autres du même genre. 

On ^ en tout sept équations, dont chacune comporte les six autres, car 
elle exprime que les six points sont en involution. 

62, Involutim de cinq points. — Lorsque l'un des six points passe à . 

rinfini, son conjugué forme ce qu'on appelle une involution de cinq points . 

avec les quatre autres. Par. exemple : si c passe à l'infini, en désignant par 

ce que devient son conjugué c\ la première des équations ci-dessus donne 

Oa X Oa[ = Obx Ob' ; ainsi : 
Le point central de Finvotution a son conjugué à Vinfinù 
On a aussi une involution de cinq points lorsque deux points coqugués, 

se réunissent en un seul pour former un point douille. Par.exemple : 

ab.ab'.a'c.a'c' = a'V û'b.ac\<ic. 
Lorsque c et d se réunissent pour former un point double, e donne 

(u^ ab.aV 

7? ~ a'b'. a'b ' 

d'où résulterait une nouvelle construction des points doubles. 

Si deux autres points conjugués, b, V se réunissaient pour former un autre 
point dpuble /*, on aurait 

a^ ^/^ A flg af 

a'é'—Vt^ ^" Te — a'f' 

Ainsi, une proportion harmonique est une involution de quatre poénti^^a 
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§ IX. Faisceaux homographiques. 

Lemme. — Le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre droites 
^ ^t é^l'à^deluides quatre- pdintè d'intersection' par une transversale 
^ quelcoftque. 

Deux faisceaux de droites issues d'un tnême point oude deux points dif- 
< f^bts sont dits homographiques lorsque le rapport anharmonique de 
quatre rayons quelconques de l'un des faisceaux est égal à celui des rayons 
eorrespmdmts de Vautre. 

' 63. Trois couples dé rayons correspondants ^ déterminent deux fais- 
ceaux homographiques. 

Car en' les coupant par une transversale, on aura trois couples de points 
c(Nrrespondants qui détermineront deux divisions hbbao^raptnqiiès /et les 
rayons nieDés aux pokAs homologues de ces divisions formeront deux fiaiis- 
oeaux qui seront homogi^iques, d-après le lemme. 

64. Des rayons issus de deux points fixes et se eoupant'iieux à deux 
sur la même droite ^ forment deux faisceaux homographiques ayant pàur 
rayon commun ta ligne des centres. 

Évident, diaprés le lemme. 

65. Réciproquement : Lorsque deux faisceaux homographiques ont pour 
rayon commun la ligne des centres y tous les autres rayons correspondants 
recoupent sur une même droite. 

Car trois couples de rayons homologues forment avec la liigne des' centres 
deux faisceaux de quatre droites ayant pour rayon commun cette ligne et 
{Dême rapport anharmonique; donc ces trois couples de rayons se coupent 
sur une droite, et en remplaçant un de ces couples par tout autre, on ob- 
tiendra un nouveau point de œfte droite. 

66. Si par le^point d'interseetion de deux rayoTis homologues dé^^eux 
faisceaux homographiques j on mène deux transversales ^td àntp&nX tes 
, faisceaux 'en deux sériés de points \ ieè drbites qui' joindront îèspôints 
correspondants sur les deux transversales coiicoùrront éh un même "j^oint. 
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Car on aura, sur ces denx transversales, des divisions homographîques, 
et Tintersection des transversales sera un point commun de ces divisions. 

En prenant pour transversales deux rayons correspondants des denx fais- 
ceaux, il en résulte ce théorème : 

67. A,B et A',B' étant deux couples de rayons correspondants de deux 
faisceaux homographiques , la droite qui joint V intersection de A avec 
B' à celle de B avec PJ passe par un point fixe. 

Ce point est Tintersection des deux rayons qui correspondent dans chaque 
faisceau à la ligue des centres considérée comme rayon de l'autre. 

Comme trois droites quelconques issues d'un môme point et trois antres 
droites quelconques issues d'un autre point, sont trois couples de rayons 
homologues de deux faisceaux homographiques, on retrouve le théorème 
déjà démontré sur trois angles qui sous-tendent une même corde. 

68« Rayons doubles. — Lorsque deux faisceaux homographiques ont le 
même centre , aux points doubles des deux divisions homographiques sur 
une transversale correspondent des rayons doubles des deux faisceaux. . 

69. Faisceaux en involution.— I^orsque deux faisceaux de même centre 
donnent deux divisions en involution sur une transversale, on dit que les 
faisceaux sont en involution. Par conséquent, on peut alors intervertir les 
rayons homologues, et, pour que Tinvolution ait lieu, il suffit qu'on puisse 
intervertir deux rayons homologues , car les divisions sur la transversale 
seront alors en involution. 

70. Deux faisceaux de même centre qui ont les rayons homologues rec- 
tangulaires sont en involution. 

Car on peut intervertir les rayons. Ou bien , en projetant le centre sur 
une transversale quelconque, à cause de la propriété de la perpendiculaire 
abaissée du sommet de langle droit d'un triangle rectangle sur l'hypoté- 
nuse, on aura deux divisions en involution. 

71. Deux faisceaux en involution ont toujours un couple de rayons 
rectangulaires. 

Soit le centre et a,a' ; bjb' ; c^c' ; ... les divers couples de points en 
involution que Ton obtiendrait sur une transversale L. Les circonférences 
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circonscrites aux triangles Oaa'y OW, Oec' . . • se couperont toutes en un 
second point 0\ qui ne sera pas généralement le symétrique de par rap- 
port à L, car dans ce cas tous les couples de rayons seraient rectangulaires. 
Donc il y aura un cercle unique passant par 0,0\ ayant son centre sur la 
transversale, qui coupera cette transversale en n,n'. On et On' seront deux 
rayons homologues des deux faisceaux, et leur angle nOn' sera droit. 

Par conséquent : Si deux couples de rayons homologues de deux fais- 
ceaux en involution sont rectangulaires y tous les autres couples le seront 
aussi. 

72. En joignant un point quelconque a six points en involution sur une 
droite, on a ce qu'on appelle une involution de six droites. 

Trois couples de droites correspondantes sont en involution lorsque quatre 
de ces droites prises dans les trois couples ont le même rapport anbarmo- 
nique que leurs homologues. 

73. La transformation de la figure n'altère ni l'homographie ni Fin- 
volution des divisions ou des faisceaux. 

Car nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre points ou de 
quatre droites reste constant, de quelque manière qu'on transforme la 
figure. 

74. Les intersections d'une transversale quelconque avec les côtés op- 
posés et les diagonales d!un quadrilatère ^ sont six points en involution. 

Transformons la figure de manière que la transversale soit parallèle à une 
des diagonales MP du nouveau quadrilatère MNPQ {fig. 30), et soit le 
point où elle coupe l'autre diagonale NQ. On aura par les triangles semblables 

§1 = ^ = §^ , d'où Oa X Oa' = Oé X Ob' y ce qui prouve l'invo- 

lution des trois couples de points a, a^- by V ; 0, oo , et par suite celle des 
trois couples a,a' ; byV ; c,d de la figure primitive. 

Ou bien : Dans la figure primitive, M (NRQc) = P (NRQc) . Estimant les 
rapports anharmoniques sur la transversale , on aura {adbc) = ip'c'a'c) 
= {a'cb'c')y ce qui prouve Tinvolution des six points. 

75. Étant donnés cinq points d'une droite, trouver le sixième point 
de t involution en ne faisant usage que de la règle. 
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On construira un quadrilatère clonl^.deux,x6tés opposés passent par a^d\ 
., le^ ^m\ autres pap £,&^.et dont-une diagonaloNQ pa^se pas le cinquième 
pointe; )|aiitrediagOQftle/MPi passera par le sixième point c' de' finvolo- 
i tion. 

C^R-r- St Von défprme un quadrilatère de manière que les quatre côtés 
et, une diagonale pivotent sur cinq points situés m ligne, droite,, funtre 
diagonale, coupera toujours la droite au ti%4fne point. 

76. Les six droites menées d!un même point aux sommets opposés et 
atfx.pojfit^.de concours des, côtés opposés (ft^n quadrilatère qi^lfl^V^ue, 
sont en invol^u^ff^n. 

Tran^forfnops la figure en prenant ppur axe des y la troi^i^edM^nale. 

^Uen rçsullpra un parallélogri^niQQieÂBCD.pour.leqoel iKwf^radeidéoaoDbrer 

la proposition. Les droites menées par un point P ais(x ; quatre ^miaata du 

parallélogramme (^.31) et les parallèles PO, PHaux côtés» seronLles six 

droites correspondantes de la nouvelle figure. 

Prenons pour transversale un côté AB du parallélogramme. Les triangle 

OPL, CPGjBtant semblables,^ =P5- ^^^ triangles OPK,GPD étant 

,, ,, OK PO -. OL^ OK OL OK ,, , ^, ^^^^ 
semblables g^ = pg. Donc çq1= cd' ^" ÔB ~ ôâ ' ^^^ OLxOA 

= OB X OK , ce qui prouve Tinvolution des trois coyples de points 
A, L ; B, K ; 0,00 , et par suite celle des trois couples de droites PA, PC ; 
PB, PD; PE, PF de la figure primitive, dont il faut prouver Tinvolution. 

Ou bien, dans la figure primitive, joignons PF qui coupe les côtés op- 
posés AB,BC en a et a'. On aura (EAaB) = (EDa'C) et P(EAaB) 
=;= P(BDa'C). Donc.les quatre droites KE,TA, PF,PB ont môme -rapport 
anharoiQuique que PE, PD, Ç^', PC, q,u que PF, PC, PE, PD ; d'où Ton voit 
que Ton peut intervertir PE et PF, ainsi que PA^tPC, ou.PiB et ,PD, ee qfji 
profi,v^e;rinvo^ttlion. 

Çe^sdgux prçpQsitions peuvent se conclure rèciproqpemeiit l'aoe de l'autre. 
Car PF et AB sont \^ diagonales d'un quadrilatère PAFB, et la ArdteBC 
coupe les côtés et les diagonales en six points en inyolution , d'jDù résulte 
Tinvolution des six droites du quadrilatère ABCD, Réciproquement, J'invo- 
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lutîon de ces six droites donne Tinvolation des six points sur la transversale 
EC du quadrilatère PA'PB. 

Cor.— Si l'on déforme un quadrilatère de manière que le$ quatre som- 
mets et une des extrémités de la troisième diagonale glissent sur cinq 
droites qui se coupent au même point, l'autre extrémité de la troisième 
diagonale glissera sur 'une sixième droite passant par le même point. 

Si le p-Dint *P est à Tinfloî sur une direction quelconque , 

Les parallèles par les sorhmets dun quadrilatère et par les extrémités * 
de la troisième diagonale donneM six points en involutiàn sur une droite. ' 

En d'autres termeîs : Les projections, orthogonales ou obliques, des quati'è 
sommets dun quadrilatère et des extrémités de la troisième diagonale' 
sur une droite quelconque sont êix points en involutiàri. 

77. Les circonférences décrites sur les trois diagonales d'un quadri- 
latère comme diamètres se coupent aux deux mêmes points. 

Prenons pour le point P une des intersections des circonférences décrites 
sur deux des diagonales comme diamètres. Le faisceau dés six droites aura 
deux couples de rayons rectangulaires ; par conséquent Vautre couple le 
sera aussi, et la circonférence décrite sur la troisième diagonale passera par 
l'intersection des deux autres. 

Ainsi : // existe deux points desquels les trois diagoruiles d'un quadri- 
latère sentîmes sous un angle droit. 

78. Les milieux des trois diagonales dun quadrilatère sont situés sur 
une même droite. 

Car les centres des drcOiifêi*enceâ 'décrites sur les trois dïagoriaïte comme' 
diamètres sont sur la perpendiculaire élevée par le milieu de la ctordeicom^ - 
mune. 

§ X. Du PÔLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT AU CERaÈ. 

Lembie. — Un cercle se reproduit en preriant pour poiiit de concours 
un point extérieur, et pour parallèle la cordé de contact de ce point.' 
On le démontre directëmetit comme il suit : 
Soit C le centre du cercle {fig. 52) , E un point extérieur et XX la corde * 
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de contact. Menons par le point E une sécante quelconque qui coupe le cercle 
en M, M' et la corde de contact en F. Il s'agit de prouver que M,M' sont 
conjugués harmoniques sur EF. 

La corde de contact LI est aussi une corde d'un autre cercle qui a pour 
diamètre EC et passe par le milieu G de MM'. On a donc : 

MF X MF = LF X FI = EF X FG ; 

ou (MG — FG) (MG + FG) = (EG — FG) X FG , et réduisant : 
EG X FG = MG^ ce qui prouve que E et F sont conjugués harmoniques 
sur MM' ; donc, réciproquement M,M' sont conjugués harmoniques sur EF. 

B et B' sont conjugués harmoniques sur EA. Car le triangle rectangle 
ELC donne CA .CE = CL' = CB^ 

L'origine est en milieu de OA, et OB.OB' = 0A^ OH étant la tan- 
gente au cercle par l'origine, OB.OB' = OH' ; donc OH = OA, et comme 
nous l'avions déjà vu : 

Un cercle se reproduit en prenant pour axe des y une droite exté- 
rieure, pour axe des x le diamètre perpendiculaire^ et pour distance de 
la parallèle la longueur de la tangente au cercle par V origine. 

Le centre C du cercle se transforme en un point C conjugué harmo- 
nique de Torigine sur le diamètre BB'. Cela résulte d'ailleurs du triangle 
rectangle OCH, qui donne OC X OC = OH' = OA'. Donc: 

79. On peut reproduire le cercle de manière que son centre C se 
transforme en tout autre point intérieur C. 

L'origine sera le conjugué de C sur le diamètre passant par ce point. 

80. On peut reproduire le cercle de manière qu'une corde se trans- 
forme en un diamètre. 

L'origine sera le sommet de l'angle circonscrit qui correspond à la corde. 

81. Lorsqu'une sécante tourne autour d!un point quelconque P du plan 
d!un cercle , le conjugué harmonique Q de ce point par rapport aux inter- 
sections de la sécante avec le cercle reste sur une droite perpendiculaire 
au diamètre passant par le point P. 

Si le point P est extérieur, en le prenant pour point de concours, le lieu 
^u point Q sera la corde de contact de P. 
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Si le point P est intérieur, en reproduisant le cercle de mc-^nlère que ce 
point soit le transformé du centre, la sécante sera la transformée d'un dia- 
mètre, et le lieu du point sera la droite prise pour axe des y. 

A canse de cette propriété , le point P est dit le pôle de la droite que 
décrit le point Q, et la droite est dite la polaire du point P. 

82. d,d'^k\axïi les distances du pôle et de la polaire au centre, et R le 
rayon du cercle , 

Donc : Si le pôle est intérieur, la polaire est extérieure, et récipro- 
quement. 

Si le pôle est un point de la circonférence, la polaire est la tangente 
en ce point j et réciproquement : Le pôle â!une tangente est le point de 
contact. 

Si le pôle est à Finfini, la polaire est un diamètre, et réciproquement : 
Un diamètre a son pôle à l'infini sur le diamètre perpendiculaire. 

Toutes les droites à Fin fini ont pour pôle commun le centre du cercle. 

83. Lorsque deux transversales tournent autour d'un point quelconque 
du plan d'un cercle, les droites qui joignent deux à deux les intersections 
avec le cercle se coupent sur la polaire du point. 

Évident en prenant le point pour origine, s'il est extérieur, et son con- 
jugué harmonique sur le diamètre, s'il est intérieur. 

Donc : Le tracé de la polaire d'un point quelconque n'exige que l'emploi 
de la règle. 

84. Lorsque la corde de contact (tun angle circonscrit tourne autour 
de l'un de ses points, le sommet se meut sur la polaire de ce point. 

Même transformation. 

85. Réciproquement : Lorsque le sommet d'un angle circonscrit décrit 
une droite , la corde de contact tourne autour du pôle de cette droite. 

Évident en prenant la droite pour axe des y, si elle est extérieure, et, si 
elle est sécante , en reproduisant le cercle de manière qu'elle devienne un 
diamètre. 

En résumé, on peut considérer la polaire d'un point, soit comme la corde 
vm. 75 
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de conUïCt de ce point; soll comme le lieu du conjugué harmonique de ce 
point par rapport aux intersections avec le cercle de toutes les sécantes pas- 
sant par ce point ; soit comme le lieu du sommet d'un angle circonscrit 
dont la corde de contact passerait par ce point ; soit comme le lieu des inter- 
sections des droites qui joignepl deux à deux les points où deux transver- 
sales, tournant autour du point, coupent le cercle, et il en résulte ces con- 
séquences : 

La polaire d!un point est le lieu des pôles de toutes les droites qui 
passent par ce point. 

Le pôle d'une droite est l'intersection commune des polaires de tous 
ses points. 

Donc : Le pôle d'une droite peut s'obtenir en ne faisant usage que de 
la règle. 

Nous pouvons maintenant donner au lemme ce nouvel énoncé : 

86, Un cercle se reproduit en prenant pour point de concours un 
point quelconque qui ne soif pas sur la circonférence ^ etfour parallèle 
la polaire de ce point. 

Quelques exemples feront voir comment la reproduction du cercle facilite 
les démonstrations. 

Dans un triangle inscrit à une conique y les intersections de chaque 
côté avec la tangente par le côté opposé sont trois points situés sur la 
même droite. 

On {)eut remplacer la conique par un cercle, et reproduire le, cercle en 
prenant pour axe des y la droite passant par les intersections dé deux côtés 
avec .les taqgep tes par les. sommets opposés. Onaurauntrianglçéquilatéral 
inscrit ^u cer/L*.le, ce qui reud |a proposition évidente. 

Dans un triangle circonscrit à une conique^ les drmtes qui joignent 
les sommets aux points de contact des côtés opposés se coupent au même 
point. 

Évident en remplaçant la conique par un cercle et reproduisant le cercle 
de manière que le triangle inscrit qui aurait pour sommets les points de 
contact du circonscrit devienne équilatéral, car le triangle circonscrit de- 
viendra aussi équilatéral. 
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Donc : Deux triangles , l'un inscrit à un cercle ou à une conique, et 
Vautre circonscrit ^ dont les points de contact soient les sommets de V in- 
scrit^ sont homologiqueSy et Vao^e d'homologie est la polaire du centre 
d^homologiè pat rapport au éérclè (m à Id cohiqiie. 

Sctt m tïuàdHlatêfb citôohkcfit à tfn iètde et éù quadrilatère inscrit ayartl 
pour sommets les points de contact du circonscrit ; reprbdtalâiMfi lé cercle 
en prenant pour axe des y la troisième diagonale du quadrilatère circonscrit. 
Il en résultera un losange circonscrit au cercle» dont les points' de contact 
seront les sommets d'un rectangle inscrit, et de Titi^eétiGln'^é la nôuvëliè 
Qgure résulteront ces conséquences : 

l"" Les diagonales dés' deux quadrilatères primitifs se coupent au même 
point, et forment un faisceau harmonique ; 

2o Les points de concours des côtés opposés sont quatre points en pvfir 
portion harmonique sur une droite ; 

30 Les diagonales du quadrilatère circonscrit passent par les points de 
concours des côtés opposés de l'inscrit. 

N. S. Ces propositions subsistent en remplaçant le censle par une c(h 
nique. 

Théorème de Pascal. — Soit un hexagone inscrit à une conique. On 
peut remplacer la conique par un cercle, et reproduire le cercle de manière 
que deux couples, de côtés opposés du nouvel hexagone soient parallèles. Il 
suffira de prouver que les deux côtés restants du nouvel hexagone sont aussi 
parallèles, ce qui est facile , pour qu'il devienne évident que les côtés op- 
posés (Tun hexagone inscrit dans un cercle, ou dans une conique^ se coupent 
en trois points situés sur une même droite. 

Théorème de Brïanchon. ~ Soit un hexagone circonscrit à une conique. 
On peut remplaœr la conique par un cercle, et reproduire le cercle de- 
manière que le point d'intersection de denx^dea diagonales qui. joignent les 
sommets opposés devienne le centre. Il suffira de prouver^ ce; qui estfacile.- 
que la troisième diagonalev du nouvel hexagone passe aussi par le. centre, . 
pour qu'il devienne évident que les diagonales guijçignent les sommsts^ 
opposée d'un Aexagçna circonscrit à un cercle^ ou à iune conique^ se cour- 
pent aUx même points 
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§ XI. — Droites conjuguées dans le cercle. 

87. FLEMME. — Lorsqu'un cercle se reproduit , le pôle (Tune droite 
devient le pôle de la nouvelle droite^ et la polaire d'un point devient la 
polaire du nouveau point. 

Car les propriétés descriptives ou harmoniques du pôle et de la polaire 
ne sont pas altérée.^ parla transformation. 

On appelle droites conjuguées deux droites telles que le pôle de chacune 
par rapport 3" cercle ;5oit situé sur l'autre. Par exemple, deux diamètres 
rectangulaires soni des ol'^oites conjuguées, car le pôle de chacun se trouve 
à l'infini sur la direction de l'autre. 

88. Lorsqu'un cercle se replP^^^^^ ^^^ droites conjuguées deviennent 
deux autres droites conjuguées. 

Conséquence du lemme. 

89. // existe une infinité de systèmes ^^ droites conjuguées qui se 
coupent en chacun des points du plan d^un cercle - 

i<> Si le point est intérieur , reproduisons le cercFe de manière (pie ce 
point devienne le centre. Deux diamètres rectangulaires deviendront deux 
droites conjuguées qui se couperont en ce point. 

T Si le point est extérieur, reproduisons le cercle en prenant ce point 
pour origine. Deux parallèles qui divisent harmoniquement ie diaraèîre 
perpendiculaire à celui qui passe par le point, sont évidema^enl de ux 
droites conjuguées, qui deviendront deux droites conjuguées se coupa nt 
au point extérieur pris pour origine. 

Z"" Si le point est sur la circonférence, la tangente en ce poin^^ Ol tou le 
corde passant par le point de contact, seront deux droites conjuguées.' 

90. Les divers systèmes de droites conjuguées qui se coupent en un 
même point intérieur ou extérieur au cercle, sont autant de couples de 
rayons homologues de deux faisceaux en involution. 

Car les divers systèmes de diamètres rectangulaires, ou de parallèles quf 
divisent harmoniquement le diamètre perpendiculaire, sont évidemment ei^ 
involution, et Tinvolution n'est pas altérée par la reproduction du cercle^ 
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Donc : Les droites conjuguées qui se coupent en un même point 
intérieur ou extérieur à un cercle, donnent des divisions en involutùm 
sur une droite quelconque. 

Le poiut central est 1 intersection de la droite avec le diamètre perpen- 
diculaire. 

91. En particulier : Les droites conjuguées qui se coupent en un même 
point donnent deux divisions en involution sur la polaire du point. 
Il est facile de le démontrer à priori. 

Soit P un point intérieur, et AB sa polaire (yï^. 32). Prenons un 
point quelconque Q sur ÂB, et construisons la polaire PR de ce point. 
PQet PR seront deux droites conjuguées, car le pôle PR est en Q sur AB, 
et le pôle de PQ est en R, intersection des polaires de Q et de P. 

Reproduisons le cercle en prenant la polaire AB pour axe des y ; Taxe 
des X sera le diamètre perpendiculaire, et la dislance de la parallèle sera la 
longueur de la tangente OH par Torigine. Prolongeons PO d'une longueur 
OE = OH ; QER sera l'angle des transformées des deux droites conjuguées 
PQ, PR. Or ces transformées sont deux diamètres rectangulaires du cercle; 
donc le triangle QER est rectangle en E, et OQ X OR = OE'^ = OH'^ reste 
constant , ce qui prouve l'involntion. Les points doubles sont imaginaires. 

Soit P un point extérieur, et AB sa polaire {fig. 33) qui sera une corde 
du cercle. Prenons un point quelconque Q sur AB, et soit PR la polaire 
de ce point. PQ et PR seront deux droites conjuguées. Q et R divisant 
harmoniquement AB, dont le milieu est 0, on aura OQ x OR -= 0A% ce 
qui prouve Tinvolotion. Le milieu de la corde est le point central, et les 
extrémités de la corde sont les points doubles. 

Dans l'un el l'autre cas, chaque sommet du triangle PQR a pour pôle le 
côté opposé, d'où lui vient le nom de triangle polaire. 

Donc : Detix côtés quelconques du triangle polaire sont des droites 
conjuguées. 

Si le point P est extérieur, les deux droites conjuguées PQ, PR forment 
un faisceau harmonique avec les tangentes par le point P, et ces tangentes 
sont les rayons doubles des deux faisceaux en involution que donnent les 
droites conjuguées. 
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Si le point P <^l LntéFiear, les rayons doubles sont imaginaires, et on dit 
que ces rdyoi^ doubles sont les tangentes imaginaires du cercle par le 
point P. 

92. Le centre du cercle est le seul point de son plan pour lequel toutes 
les droites conjuguées soient rectangulaires. 

Car si le point P est intérieur, OP est moindre qne la tangente OH ou que 
OE. L'angie QPR des deux droites conjuguées est obtus , et ne devient droit 
que lorsque, l'un des points Q ou R étant à Tinfini, l'autre coïncide avec O. 

Si le point est extérieur, l'angle OPR des deux droites conjuguées est 
évidemment aigu. 11 devient nul lorsque Q et P coïncident en A ou en fl, 
pour former les points doubles de l'involution, el ne devient droit que lors- 
que, l'un de ces points passant à l'infini, l'autre coïncide avec 0. 

D'ailleurs, on sait que deux faisceaux en involution ont un système unique 
de rayons rectangulaires, à moins que tous ne le soient. 

§ XII. Centre de simu^itube, axe radical et contact des cercles. 

93. Lemme. — Un cercle se transforme en un autre cercle^ en prenant 
pour point de concours un point qui ne soit pas sur la circonférence^ et 
pour parallèle une parallèle à la polaire de ce point. 

Car le cercle se reproduit en prenant la polaire pour parallèle, el lorsque 
la distance de la parallèle varie, toutes les transformées sont semblables. 

94. Deux cercles se transforment lun en Vautre, en prenant pour 
point de concours celui de leurs tangentes, extérieures ou intérieures y 
communes, et pour parallèle la parallèle à égale distance des cordes de 
contact de ce point. 

Soient C, C les deux cercles (/ig. 34), E le point de concours des tan- 
gentes extérieures ou intérieures communes ; BD, B'D' lés cordes de 
contact du point E, et LR la parallèle équidistante. 

Prenons pour origine le point milieu de EA. Le point B se transfor- 
mera en uu point A' de la direction EB , tel que ^ = §^ = §1 • 
Comme OA = OE, on aura A'R = AL = A'L ; donc le point b' coïncidera 
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avee B', el la corde dé contact BD du premier cercle deviendra la corde de 
contact B'D' d'an second cercle qui ne sera autre que C. 

Le rapport de similitude des deux cercles étant celui de OA à OL, on peut 
déterminer OL, de manière qu'un cercle de rayon R se transforme en tout 

autre de rayon donné R'- On aura ^ == jr?, d'où 0L = — g 

95. Centres de similitude. — Le point de concours E des tangentes 
extérieures communes est appelé centre de similitude directe des deux 
cercles C, C. Les rayons CB, C'B' menés aux points de contact de l'une 
de ces tangentes sont parallèles et de même direction, d étant la distance 

des centres, |^=|.,d'où EC = g;^, et EC = ^^ . Ces 

distances ne dépendant que de celle des centres et des longueurs des 
rayons : 

Toute droite qui joint les extrémités de deux rayons parallèles, de 
même direction, passe par le centre de similitude directe des deux cercles. 

Le point de concours E' des tangentes intérieures est appelé centre de 
similitude inverse. Les rayons menés aux points de contact de l'une de 

ces tangentes sont parallèles, mais de direction contraire. =777^7 = % d'où 

^*^ — R+TP'^**^^ — R+lf- 

Ces distances ne dépendant que de celle des centres et des longueurs des 
rayons : 

Toute droite qui joint les extrémités de deux rayons parallèles^ de 
direction contraire^ passe par le centre de similitude inverse des deux 
cercles. 

Par conséquent : Deux diamètres parallèles sont les bases (Pun trapèze 
dont les côtés se coupent au centre de similitude directe^ et les diagonales 
au centre de similitude inverse. 

Les deux centres de similitude sont conjiigués harmoniquespar rapport 

aux deux centres rf^/î^wr^?; d'ailleurs ^7^ = g-. = ^^. 

Ainsi : Deux cercles ont toujours^ quelle que soit leur position rela- 
tive ^ deux centres de similitude. 
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Lorsque les cercles sont égaux , le centre de similitude directe est à 
rinfini, et le centre de similitude inverse est le milieu de la liffne qui 
joint les centres de figure. 

Lorsqu'ils se touchent, le point de contact est un centre de similitude, 
directe ou inverse, suivant que le contact est intérieur ou extérieur, et 
Vautre centre est son conjugué harmonique. 

Si l'un de ces cercles se réduit à un point, parce que son rayon devient 
nul, les deux centres de similitude cdincident avec ce point. 

Si l'un des cercles devient une droite , parce que son rayon est infini, 
les deux centres de similitude sont les extrémités du diamètre de l'autre 
cercle perpendiculaire à la droite. 

Lorsque les cercles sont concentriques, les deux centres de similitude 
cdincident avec leur centre commun de figure. 

96. Les polaires des centres de similitude par rapport à chacun des 
deux cercles sont dites polaires de similitude^ directe ou inverse, suivant 
la dénomination du centre auquel elles se rapportent. 

97. La parallèle également distante des polaires de similitude directe 
est aussi également distante des polaires de similitude inverse. 

Soient C,C' deux cercles quelconques {fig. 35). Les rayons parallèles de 
même direction CP, C'P' donnent le centre E de similitude directe, dont les 
polaires sont AM et BM. Les rayons de direction contraire CQ, C'P' donnent 
le centre E' de similitude inverse, dont les polaires sont A'M', B'M'. Il s'agit 
de démontrer que le milieu de AB est aussi le milieu de A'B', ou que 
AA' = BB'. 

A A' = CA' — CA. Par les propriétés des polaires ou par les triangles 
rectangles CFA', CG A, 



^», R» p, R,» ^ ^,, R'XEE' 

^^ ~" CE' ' '''* — CE ' """'^ '^'^ "" CE X CE' ' 




BB' = C'B + C'B' ; CB — ^ ; CB' - ^^, ; donc 




R'> X EE' „„.„ CE R CE' ^,^^ CE X CE' 
^^ Ô'EXC'E" '"^'''C'E R' CE ' °^° C'ExCE' 


R» 
R'» 


et par suite AA' = BB'. 
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Axe radical. — On appelle axe radical la parallèle LR, également dis- 
tante des polaires de similitude de chacun des deux cercles. 
Nous pouvons maintenant donner au iemme cet autre énoncé : 

98. Deux cercles se transforment l'un en F autre, en prenant pour 
point de concours un de leurs centres de similitude, et pour parallèle 
leur axe radical. 

Il en résulte ces conséquences : 

Une transversale quelconque par Tun des centres E de similitude coupe 
les cercles en des points correspondants M,M'; N,N' {fig. 56), et les tan- 
gentes en ces points se coupent sur Vaxe radical. 

Deux transversales quelconques par l'un des centres de similitude 
déterminent deux quadrilatères inscrits MNPQ, M'N'P'Q' qui se trans- 
forment l'un en T autre. Deux côtés opposés de chacun d!eux, ainsi que 
les diagonales, se coupent respectivement sur les polaires du centre de 
similitude pris pour point de concours, et les côtés correspondants 
MP,M'P'; NQ,N'Q' se coupent sur l'axe radical. 

On trouvera facilement l'autre centre et ses polaires, car les diamètres 
passant par des points homologues des deux cercles M,N' ou N,M' seront 
parallèles. Ainsi : Connaissant un centre de similitude, on construira 
Vaxe radical, les polaires de ce centre, Vautre centre et ses polaires, en 
ne faisant usage que de la règle. 

Il suffira de connaître une droite passant par un des centres de simi- 
litude. 

Car les pôles de cette droite par rapport à chacun des cercles seront des 
points correspondants des deux figures, et la ligne qui les joindra donnera le 
centre de similitude par lequel passe la droite. 

99. Connaissant un point a de l'axe radical, construire cet axe, les 
centres de similitude et leurs polaires. 

Les polaires de ce point, par rapport à chacun des cercles, étant des droites 
correspondantes, se couperont en un second point de Taxe radical ; et comme 
elles coupent respectivement les cercles en des points correspondants, il en 
résultera les centres de similitude, et par suite leurs polaires. 

vm, 74 
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100. N. B. Deux points correspondants des deux cercles tels que M, M', 
ne sont pas des points homologues de ces cercles considérés comme figures 
semblables. Car Fhomologuede M est N', déterminé par le rayon C'N' paral- 
lèle à CM, et non pas M' . qui est dit Y anti-homologue de M. 

Le point d! entrée M de la sécante, pour le premier cercle, se transforme 
en point de sortie M', pour le second ; et réciproquement, le point de sortie 
N se transforme en point d'entrée N'. 

Dans les deux quadrilatères MNQP, M'N'Q'P', les côtés NQ,M'P' sont 
parallèles» comme étant deux transformées de la même droite MF, ou à 
cause de la similitude des triangles CNQ, C'M'P'. 11 en est de môme pour 
MP et N'Q'. Les diagonales MQ, N'P' ou NP, M'Q' sont aussi parallèles, et il 
en résulte ce théorème : 

Si par un des centres de similitude de deux cercles on mène deux 
sécantes communes j en prenant sur chaque sécante un point d'entrée sur 
l'une des circonférences et un point de sortie sur F autre, les quatre points 
seront situés sur une même circonférence. 

Cor. — Les quatre points de contact des tangentes extérieures et inté- 
rieures communes à deux cercles sont sur une même circonférence. 

101. Laxe radical est le lieu des points par lesquels on peut mener 
aux deux cercles des tangentes égales. 

Par un des centres de similitude E {flg. 36) menons une sécante qui 
coupe le premier cercle en M,N, et le second en M',N'. Les tangentes en 
ces points formeront un parallélogramme a|3a'j3' dont une diagonale m sera 
Taxe radical, et dont l'autre /3,8' passera par le centre de similitude. 

Les triangles /3MN, aMW étant semblables, et le premier étant isocèle, 
la tangente «M est égale à la tangente «M'. De même les tangentes a'N et aS 
sont égales à cause de la similitude des triangles jSMN, a NN'. 

102. Laxe radical est le lieu des points dont la différence des carrés 
(les distances aux centres des deux cercles est constante. 

Par les triangles rectangles «MC, «CM', 

et comme «M = aM', «C' — «C* = R'* — R^ = const. 
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Soit K le miliea de CC\ on aara, pour déterminer le point L où Taxe 
radical coupe la ligne des centres, KL = ^^^, ■ . 

103. Ainsi : Uaxe radical existe, quelle que soit la position relative 
des deux cercles. 

Lorsque deux cercles se coupent , Paoœ radical est leur corde com- 
mune. 

'Lorsqu'ils se touchent, taxe radical est leur tangente commune. 

Lorsqu'ils sont concentriques , Vaxe radical est à V infini. 

Laxe radical d!un cercle et d^un point est la parallèle à la polaire 
du pointj également distante du point et de la polaire. 

Laxe radical d'un cercle et d^une droite est la droite elle-même. 

Laxe radical d'un point et â!une droite est la droite elle-même. 

104. Décrire un cercle ayant pour axe radical avec un cercle C une 
droite k^^ et passant par un point donné, ou touchant une droite 
donnée (fig. 37). ♦ 

Si ÂB coupe le cercle C , le cercle demandé passera par les extrémités 
de la corde et par le point donné « ou passera par les extrémités de la corde 
et sera tangent à la droite donnée. 

Si AB est extérieur au cercle C, menons par un point P de AB une 
sécante qui coupe G en M,N, et joignons le point P au point donné M'. 
La circonférence passant par M,N,M' coupera P'M' en N'^ de manière que 
PM X PN = PM' X PN'. M'N' sera la corde d'un nouveau cercle C ayant 
son centre sur la perpendiculaire abaissée de celui de C sur la droite AB, et 
cette droite sera l'axe radical de C,C', car les tangentes par le point P seront 
égales. 

Si le cercle C doit être tangent à une droite PS', soit P le point où elle 
coupe AB. Prenons une longueur PS' égale à celle de la tangente PS à C, 
par le point P; on aura le point de contact de C avec la droite PS\ et par 
suite le centre sur la perpendiculaire abaissée de celui de C sur AB. 

On pourra ainsi construire une infinité de cercles ayant un axe radical 
donné avec le cercle C, et passant par des points donnés ou tangents à des 
droites données. 
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105. Tous les cercles qui ont le même axe radical donnent des divi- 
sions en involution sur la ligne des centres et sur une transversale quel- 
conque. 

Car, soit le point où Taxe radical coupe la ligne des centres, et ab le 
diamètre de Tun des cercles C. Si l'axe radical est une corde commune, 
Oa X 0* sera égal au carré de la moitié de celte corde, et par conséquent 
constant. Si Taxe radical est extérieur, Oa x 06 sera égal au carré de la 
tangente par le point à Tun des cercles, et par conséquent constant. 

L'involution aura alors des points doubles e et /"que Ton peut considérer 
comme des cercles de rayon nul, ayant aussi le même axe radical. Poncelel 
les appelle points limites, et ces points sont conjugués harmoniques sur le 
diamètre de chaque cercle. 

On démontrera de même qu'il y aurait involution sur une transversale 
quelconque qui couperait les cercles. 

106. Deux ou plusieurs cercles qui ont le même axe radical extérieur 
peuvent se reproduire en même temps. 

On prendra pour axe des y Taxe radical commun, et pour distance de la 
parallèle la longueur de la tangente à l'un des cercles par le point où Taxe 
radical coupe la ligne des centres. Les centres de similitude E,E' se trans- 
formeront réciproquement l'un en l'autre; les tangentes extérieures com- 
munes deviendront les tangentes intérieures, et réciproquement. 

107. Les tangentes à tous les cercles de même axe radical y par un 
même point P de cet axe, ont leurs points de contact sur une même cir- 
conférence qui coupe orthogonalement chacun des cercles. 

On appelle angle de deux arcs de cercle, ou de deux courbes, qui passent 
par un point, l'angle des tangentes par ce point à chacun des arcs ; et lors- 
que Tangle de ces tangentes est droit, on dit que les deux arcs se coupent 
orthogonalement. 

Cela posé» soient PR, PS, PS', PR' . . . {fig. 37) des tangentes aux cercles 
G,C'. . . par un point P de leur axe radical commun. Toutes ces tangentes 
seront égales; et comme le rayon CR du cercle C, par exemple, sera per- 
pendiculaire à la tangente PR, la circonférence décrite avec PR pour rayon 
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passera par tous les points de contact R, S, S', R'. . . et coupera orlhogona- 
leraent chacun des cercles. 

Réciproquement : Toutes les circonférences qui coupent orthogonale- 
ment des cercles de même axe radical ont leurs centres sur cet axe. 

Car, R étant un des points d'intersection avec un des cercles G, la perpen- 
diculaire à Textrémité du rayon CR donnera le centre P de la circonférence 
sur Taxe radical. 

108. Toutes les circonférences qui coupent orthogonalement des cercles 
C,C . de même axe radical y ont pour axe radical commun la ligne 
des centres de ces cercles. 

Car les tangentes par le centre de G, par exemple, à chacun des cercles 
P, P\ . . sont égales au rayon de ce cercle. 

. N. B. Si Taxe radical des cercles G,G'. . . est extérieur, celui des cercles 
P, P\ . • sera une corde commune, et réciproquement. 

109. Centre radical. — Les axes radicaux de trois cercles pris deux à 
deux se coupent au même point. 

Soient G, C',G'' les trois cercles ; R,R',R" les rayons, et « le point où 
Taxe radical de G, G' coupe celui de G, G". On aura Ga' — G'a* = R* — R'*, 
Ca» — C'a' = R* — R"^ ; d'où Ccc^ — GV = R'* — R"% ce qui prouve 
que le point a appartient aussi à l'axe radical de G',G^^ 

GoR. — Si les cercles se coupent deux à deux, les trois cordes com- 
munes se couperont au même point. 

Si les cercles se touchent deux à deux , les tangentes communes se 
couperont au même point. 

Le point où les axes radicaux de trois cercles pris deux à deux se cou- 
pent est appelé le centre radical de ces cercles. 

N. B. On construira facilement Taxe radical de deux cercles quelconques 
au moyen d'un troisième qui coupe chacun d'eux. Les deux cordes se cou- 
peront en un point de Taxe radical qui sera la perpendiculaire abaissée de 
ce point sur la ligne des centres des deux cercles donnés. 

110. Axes de similitude. — Trois cercles^ pris deux à deux^ ont trois 
centres de similitude directe et trois centres de similitude inverse. Ces 



Digitized by 



Google 



— 584 — 

six points sont situés, trois à trois, sur quatre droites qoe Ton appelle 
axes de similitude. 

Soient C, C, C les centres de trois cercles, et CA, C'A', C'A" trois rayons 
parallèles. Les triangles CC'C et AA'A" ayant leurs sommets sur trois pa- 
rallèles, les côtés correspondants se couperont en trois points situés sur la 
même droite, et ces points seront des centres de similitude des cercles, pris 
deux à deux. 

Si les trois rayons sont de même direction, on aura trois centres de si- 
militude directe situés sur une droite que l'on appelle axe de similitude 
directe. Si l'un des rayons est de direction contraire à celle des deux autres, 
on aura un centre de similitude directe et deux centres de similitude in- 
verse situés sur une droite qu'on appelle axe de similitude inierse^ et il 
existera trois de ces axes. 

111. Cercle tangent à trois autres. — Le problème a huit solutions, 
car les trois cercles donnés peuvent être touchés intérieurement ou extérieu- 
rement; chacun d'eux peut être touché intérieurement, et les deux autres 
extérieurement; ou extérieurement et les deux autres intérieurement. 

Deux cercles qui ont un contact extérieur et un contact intérieur avec 
chacun des trois cercles donnés, sont dits conjugués. 

Soient C, C, C" les trois cercles, et 0, 0' les deux cercles conjugués qui 
les touchent, par exemple, intérieurement en a, a\ a"^ et extérieurement en 
h,h\ b" {fig. 38). Le problème consiste à trouver ces points de contact- 
La corde de contact ab passe par le centre de similitude inverse des 
deux cercles conjugués 0, 0', car a est le centre de similitude directe de 
C,0, et b le centre de similitude inverse de C,0'. Il en est de même pour 
les cordes de contact a'b^ et a"b". Donc : Les trois cordes de contact ab, 
a'b', a'^b'' se coupent eti un point R, centre de similitude inverse des deux 
cercles 0,0'. 
Le point R est le centre radical des trois cercles C, C\ C 
Car les triangles aa'a\ bVb" sont homologiques, et aa\ bb' se coupent en 
E", centre de similitude directe de C,C'. Comme ces deux cercles se trans- 
formeraient l'un en l'autre en prenant E'' pour point de concours et leur axe 
radical pour parallèle, les deux droites homologues ab, olV se coupent sur cet 
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axe radical, et R est un point de cet axe. On démontrerait de même que R 
est sur Taxe radical de C,C'^ et sur celui de C',C". 

L'axe radical des cercles conjugués 0,0' est Vaxe de similitude di- 
recte de C,C',C'^ 

Car 0,0' se transformeraient l'un en l'autre en prenant pour point de 
concours leur centre R de similitude inverse , et pour parallèle leur axe ra- 
dical. Donc aa' et hV sont des droites correspondantes de 0,0' qui se coupent 
sur leur axe radical en E^', centre de similitude directe de C,C'. De même 
aa\bb" se coupent sur Taxe radical de 0,0' en E', centre de similitude 
directe de C,C, et a' a", b'b" se coupent aussi sur cet axe radical en E, 
centre de similitude directe de C',C". 

Les pôles de l'axe de similitude directe des trois cercles, par rapport 
à chacun de ces cercles , sont situés sur les cordes de contact ab, a'b', 
aV. 

Car lorsque les cercles 0,0' se transforment l'un en l'autre, les tangentes 
aux points homologues a^a^ b,V se coupent sur Taxe radical de 0,0', qui 
n'est autre que l'axe de similitude directe de C,C',C; et puisque ab est 
la polaire d'un point de cet axe, le pôle de cet axe par rapport à C est sur 
la polaire ab de ce point. De même les pôles de cet axe par rapport à G' 
et C" sont des points des cordes de contact a'V et a"b". 

En résumé : i^Les cordes de contact ab, aV, a'V se coupent au centre 
radical R des trois cercles C, C, C" ; 

T Chacune de ces cordes contient le pôle^ par rapport à son cercle ^ 
de taxe de similitude directe de C,C'C'^ 

Il en résulte cette élégante solution que l'on doit à Gergonne : 

Cherchez un des quatre axes de similitude des trois cercles ^ les 
pôles de cette droite par rapport à chacun d!eux et le centre radical. 
Les droites qui joindront le centre radical aux trois pôles donneront, 
sur chaque cercle, les points de contact avec les deux cercles conjugués 
qui correspondent à l'axe de similitude. 

N, B. On peut éviter la construction de Taxe radical, car les polaires 
des centres de similitude sont parallèles deux à deux, et le centre radical 
est l'intersection des diagonales du parallélogramme formé par deux couples 
de ces polaires. 
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Le point R, étant le centre de similitude inverse de 0,0', est situé sor 
la ligne des centres des deirx cercles conjugués 0,0', et celte ligne est per- 
pendiculaire à Taxe radical de ces deux cercles , ou à Taxe de similitude 
directe de C,C',C''. 

Par conséquent : Les lignes des centres des quatre couples de cercles 
conjugués se coupent au centre radical des trois cercles , et sont respec- 
tivement perpendiculaires à chacun des quatre axes de similitude. 

La solution se prête à tous les cas , comme on pourra le voir par ces 
exemples : 

Décrire un cercle passant par un point donné P et touchant deux 
cercles donnés C, C. 

Quatre solutions : car on n'a que deux axes de similitude. On les obtient 
en joignant le point P aux centres de similitude directe et inverse des deux 
cercles. Le centre radical ost l'intersection des deux parallèles aux polaires 
du point, par rapport à chacun des cercles , également distantes du point et 
de chaque polaire. 

Décrire un cercle touchant une droite L et deux cercles donnés C,C'. 

Huit solutions : Les centres de similitude d'un cercle et d'une droite 
étant les extrémités du diamètre perpendiculaire, on a quatre axes de si- 
militude. Le centre radical est Tintersection de la droite et de l'axe radical 
des deux cercles, car celui d'une droite et d'un cercle est la droite elle-même. 

Décrire un cercle passant par deux points P,P' et touchant un cercle 
donné C. 

Deux solutions : La droite qui joint les deux points est le seul axe de 
similitude. L'axe radical des deux points est la perpendiculaire sur le mi- 
lieu de la ligne qui les joint. 

Décrire un cercle touchant deux droites et un cercle donné C. 

Huit solutions : Les quatre axes de similitude sont les côtés du rec- 
tangle qui a pour diagonales les diamètres du cercle G perpendiculaires aux 
deux droites. 

Décrire un cercle touchant une droite L , un cercle C, et passant par 
un point P. 

Quatre solutions : Les deux axes de similitude sont les lignes qui joi- 
gnent le point P aux extrémités du diamètre de G perpendiculaire à L. Le 
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centre radical est le point où la droite est coupée par la parallèle éqnidis- 
tante du point et de sa polaire. 

§ XIII. Propriétés des coniques- 

Lemme. — Un cercle peut se transformer en une conique quelconque. 

112. Toute conique a un centre. Lep6\e de la droite prise pour axe des 
y devient le milieu de toutes les cordes de la conique qui sont les trans- 
formées de celles du cercle se coupant au pôle. 

Le centre de Tellipse est intérieur à la courbe, celui de Thyperbole est 
extérieur, celui de la parabole est à l'infini. 

113. Toute conique a une infinité de diamètres qui se coupent au centre. 
La polaire CD d'un point quelconque Q de Taxe des y {fig. 33) passe 

par le pôle P de cet axe, et se transforme en une droite CD' qui passe par 
le centre P' de la conique , et qui divise en parties égales toutes les cordes 
de la conique parallèles à la direction EQ. 

Ainsi, pour une conique comme pour le cercle, le lieu des milieux d!un 
système de cordes parallèles est une droite que Ton appelle diamètre^ et 
qui prend le nom diaxe lorsque son angle avec la corde est droit. 

114. Les tangentes par les extrémités d'un diamètre de la conique 
sont parallèles aux cordes conjuguées , ou aux cordes que le diamètre di- 
vise en parties égales. 

Car les tangentes QG, QD du cercle deviennent des tangentes parallèles 
à EQ aux extrémités du diamètre CD' de la conique. 

115. Tous les diamètres de la parabole sont parallèles. 
Car le centre est à Vinfini. 

116. Toute conique a une infinité de systèmes de diamètres conjugués^ 
ou de diamètres tels que chacun divise en parties égales les cordes parallèles 
à Tautre. 

Ils sont donnés par les divers systèmes de droites conjuguées, telles que 
PQ, PR, qui se coupent au pôle P de l'axe des y. 

vra. 75 
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L'angle QER de ces diamètres ne devient droit que si Tun des points Q 
ou R étant à l'inflni, l'autre coïncide avec 0. Ainsi : 

Les axes de la courbe forment un système unique de diamètres conr^ 
jugués rectangulaires. 

117. Ellipse.^V2i%e des y étant extérieur au cercle (fig. 35), le pôle P 
est intérieur. Les points Q et R sont situés de différents côtés de l'origine 0, 
et OQ X OR reste constant. L'angle QER des diamètres eonjagués o'est 
Jamais nuU mais devient minimum lorsque OQ = OR. Les diamètres sont 
alors dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes, et, à cause de la 
symétrie de la courbe par rapport aux axes, ces diamètres sont égaux. 

Donc : L'ellipse a un système unique de diamètres conjugués égaux 
dirigés suivant les diagonales du rectangle des axes , et ces diamètres 
sont ceux qui se coupent sous le plus petit angle. 

L'ellipse a deux systèmes de diamètres conjugués qui se coupent sous 
tout autre angle. 

Ils sont donnés par les droites conjuguées qui passent par les points Q^K 
et par celles qui passent par les points symétriques Q', R'. 

Deux diamètres conjugués de F ellipse ne sont jamais compris dans le 
même angle de deux autres diamètres conjugués. 

Car OQ X OR restant constant, si un des facteurs diminue, l'autre aug- 
mente. 

T^ tangentes à l'ellipse par les extrémités de deux diamètres conjugués 
sont les côtés d'un parallélogramme circonscrit que l'on appelle parallélo- 
gramme conjugué. 

118. Hyperbole. — L'axe (Jes y cpupant le cercle, le pôle P est ejt|é- 
rieur. Les points Q et R sont d'un même côté de l'origine 0« et conjugués 
harmoniques sur la corde ÂB du cercle. L'angle QER des diamètres con- 
jugués devient nul lorsque Q et R coïncident en A ou en B. Les tangentes 
PA, PB au cercle se transforment en asymptotes de l'hyperbole ; donc : 

Chaque asymptote de V hyperbole représente deux diamètres conjugués 
dont l'angle est nul, et les deux asymptotes forment un faisceau harmo- 
nique avec chaque système de diamètres conjugués. 
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Les parties d'tme sécante comprises entre la courbe et les asymptotes 
sont égales. 

Car, la sécante étant parallèle à on diamètre de la courbe, la partie corn* 
prise, soit entre les asymptotes, soit ratre la courbe, a son miliea sur le 
diamètre conjugué. 

Un des diamètres conjugués CD' rencontre la courbe sur chacune des 
deux branches, el est dtt transperêe. l/aiUre diamètre f'Q' ne rencontre pas 
la courbe, et est dit non transverse. 

Les tangentes par les extrémités d'mi diamètre transverse sont les côtés 
d'un parallélogramme qui a pour diagonales les asymptotes, et que Ton appelle 
parallélogramme conjugué. 

N. B. On prend, pour représenter la longueur du diamètre non trans- 
verse, la partie de la tangente parallèle comprise entre les asymptotes. 

Deux diamètres conjugués de V hyperbole ne sont jamais compris dans 
le même angle des asymptotes^ et toujours compris dans le même angle 
de deux autres diamètres conjugués. 

Car Q et R sont conjugués harmoniques sur AB, et OQ x OR restant 
constant, si l'un des facteurs diminue, l'autre augmente* 

L hyperbole a deux systèmes de diamètres conjugués qui se coupent 
sottë le même angle. 

Ils sont donnés par les points Q, R et leurs symétriques Q', R'. 

Lorsque OE =: OA = OB, l'angle AEB des asymptotes devient droit, et 
l'hyperbole est dite équilatère. 

Les asymptotes d'une hyperbole équilatère sont les bissectrices des 
angles de tous les diamètres conjugués. 

Car elles sont rectangulaires et forment on faisceau harmonique avec 
deux diatnètres conjugués. 

419. Parabole. — L'axe des y étant tangent au cercle, cet axe et une 
corde quelconque passant par le point de contact sont deux droites conju- 
guées du cercle. Donc : 

Chacun des diamètres de la parabole a pour conjugué une droite à tin- 
fini , parallèle à la tangente par son extrémité. 

i20. Pôle et polaire. — Le pô4e d'une droite f&v rapport au cercle 
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devenant le pôle de la transformée par rapport à la conique , la théorie est 
la même que pour le cercle. Le pôle d'une droite est situé sur le diamètre 
de la conique conjugué de sa direction, et d, d! étant les distances du pôle 
et de la polaire au centre, en représentant par a le demi-diamètre conjugué, 

La partie du diamètre de la parabole comprise entre le pôle et la 
polaire a son milieu sur la courbe , car un des quatre points en proportion 
harmonique sur le diamètre est à Tinfini. 

121. Droites conjuguées. — Les droites conjuguées par rapport au 
cercle devenant des droites conjuguées par rapport à la conique , la théorie 
est aussi la même que pour le cercle. 

122. Cordes supplémentaires. — On appelle ainsi deux cordes qui joi- 
gnent les extrémités d'un diamètre à un même pouit de la conique. 

Deux cordes supplémentaires sont parallèles à deux diamètres con- 
jugués de la conique. 

On obtient ces diamètres en joignant le centre au milieu de chacune de 
ces cordes. 

On trouve les diamètres conjugués de la conique qui se coupent sous un 
angle donné, en décrivant un segment de cercle capable de cet angle sur 
un des diamètres de la courbe, ce qui donne les deux systèmes de cordes 
supplémentaires qui se coupent sous cet angle. 

123. Foyers et directrices. — Nous avons transformé le cercle en 
prenant pour point de concours un point quelconque. 

Prenons le centre F du cercle pour point de concours. Toute droite passant 
par ce centre se reproduira, et les divers systèmes de diamètres rectangu- 
laires du cercle seront les divers systèmes de droites conjuguées de la trans- 
formée (ellipse , hyperbole ou parabole , suivant que Taxe des y sera exté- 
rieur au cercle, sécant ou tangent). 

Tous les systèmes de droites conjuguées de la conique qui se coupent en 
F étant rectangulaires, le centre F du cercle devient un foyer de la conique- 
Ce foyer est le pôle de Taxe des y par rapport "à la conique, et cet axe 
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est la directrice correspondaute, qu'il serait mieux û's^ppelet polaire focale , 
comme le proposa Poncelet. 

Ou bien : Nous avons transformé le cercle en prenant pour parallèle une 
droite quelconque. Examinons le cas où la parallèle passe par le centre F 
du cercle {fig. 39). Ce point sera commun aux deux courbes, et deviendra 
le pôle de la droite fixe pour axe des y y par rapport à la transformée, car 
les tangentes au cercle en A et B, étant parallèles, se transforment en tan- 
gentes en A et B à la conique qui se coupent à l'origine 0. 

Le rayon FM qui coupe l'axe des y en I se transforme en une parallèle FM' 
à El. De même, tout autre rayon FN qui coupe Taxe des y en K se transforme 
en une parallèle FN' à EK. Donc l'angle lEK des transformées est égal à 
l'angle IFK des rayons FM, FN du cercle. Par conséquent l'angle de deux 
diamètres rectangulaires du cercle ne sera pas altéré par la transformation. 
Donc le centre F du cercle sera le foyer de la conique, et l'axe des y sera la 
polaire focale ou la directrice. 

Ainsi : Une conique peut être considérée de deux manières^ comme la 
transformée d'un cercle qui aurait pour centre un foyer. 

124. Les foyers ne peuvent être situés que sur les axes de la conique. 
Car, pour tout autre point qui ne serait pas sur un des axes, le diamètre 

passant par ce point et la parallèle au conjugué seraient deux droites con- 
juguées non rectangulaires. 

125. On appelle rayon vecteur toute droite telle que FM' qui joint le 
foyer à un point de la conique. L'abscisse OP' de l'extrémité M' du rayon 
vecteur est égale à la distance du point M' à la directrice Oy. 

La similitude des triangles rectangles FMP, FM'P' donne 
FM^ _ mt; _ of _ of 

FM ~ MF "~ OP ~ OF • 
En désignant par R le rayon du cercle et par p le rayon vecteur FM', 

P = ^X0P'(1), d'où^, = ^=const. 

Ainsi, comme nous l'avions déjà trouvé : 

Une conique est le lieu des points dont les distances à un point et à 
une droite sont dans un rapport constant. 
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li6 rayoD vecteur FM' s*obtieDt au moyen de Tabscisse OP' de son extré- 
mité, et est fonction rationnelle de celte abscisse, c'est-à-dimqae son calcol 
n'exige l'extraction d'aucune racine, ce qui est la propriété analytique dTa- 
près laquelle on définit et on trouve les foyers. 

Le plw grand et le plue petit ray&n vecteur sont dirigés suimnt taxe 
foeaL Éfident par la valeur de p. 

N. B. Le centre C de la conique est le transformé du pôle de l'axe des 
y par rapport au cercle. 

426. Prenons le point F' symétrique de F par rapport à C ; la conique 
sera aussi la transformée d'un cercle égal au premier, et ayant pour centre 
F'. Donc F' sera un second foyer auquel correspondra une autre directrice 
O'y' telle que O'F' = OF Désignons par p le rayon vecteur FlW', on aura 

Pour l'ellipse, OP' + Ô'P' = 00', et /& + />' étaftt GcmstanI : 

L'ellipse est le lieu des peints dont la somme des distances à deucs 
points fixes est constante. 

Pour l'hyperbole, la différence étant constante : 

L'hyperbole est le lieu des points dont la différence des distances à 
deux points fixes est constante. 

Cela d'ailleurs résulte de ce que la conique est le lieu des points dont les 
distances à un point et à une droite sont dans un rapport constant. 

Car, soit mm' un diamètre quelconque de l'ellipse ou de l'hyperbole, et fm, 
fm' les rayons lecteurs menés de l'un des foyers aux extrémités de ce dia- 
mètre {fig. 40), md et m'd' étant les distances des extrémités du diamètre 
à la directrice : 

fm frrî__ fm ±: fm' . 

md ~ m'd' ~ md± m'd' ~ ^"^^' 

Or md 4- m'd':= 2 OC est constant pour l'ellipse, et md — m'd' est 
constant pour l'hyperbole ; donc fm 4- fm' est constant pour la première 
courbe, et /î» — fm^ est constant pour la seconde. 

La somme ou la différence est évidemment égale à Taxe focal ÂÂ'. 

Gela posé, considérons les deux foyers /*,/'. La figere fmf'm^ ètaDt un 
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paraUèiQgranMBe, fm -^fm est constant pour l'ellipse, et fm ^ f'm est 
ccmstwt poQr l'hyperbole. 

Il ^\ Eaciie, 4>près oala, de construire ces conrbes par poiats on d'un 
(noQveœeol continu. (ËlUpse de Jdrdinîôr.) 

127. Primée de Pon(;i;lst.— Nous avpns vu 406 deux rayops vecteurs 
QiielcoiiQiies FM'. FN' de la conique se coupent sous le même ^ngle quêtes 
rayons correspondanis FM. FN du cercle. 

Donc : Toutes lê^ propriétés des angles au centre dans le cercle s*éten- 
defH êux mgles qm ont leur sommet au foyer dum comique , et le ^5- 
ième des deux foyers a par rapport au^ angles des propriétés amUgues 
à celles qui ont lieu pour le centre du cercle supposé douille. {Prop. proj.^ 
275.) 

Il sera soufent pkis simple, dans les applications, de considérer le ceMre 
du cercle qui devient le foyer de la conique comme point de concours , ou 
centre d'hoffîologie. Les points correspondants du cercle et de la conique 
seront en ligne droite avec oe ceutre. Le point à VinOni sur une droite cor- 
respondra au point où sa transformée cx)upe Taxe des y, qui devient la 
directrice de la conique. 

Transformons ce tbéorème élémentaire : 

La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon. 

La tangente au cercle devient une tangente à la conique qui a pour foyer 
le ceutre du cercle. Enjoignant le foyer au point où la tangente à la conique 
coupe la directnce, ou a une droite parallèle à la tangente au cercle, el la 
droite qui joint te point de contact au foyer est dirigée suivant le rayon 
perpeE4iculaire à la tangente au cercle. Il en résulte ce nouveau tbéorème : 

La partie d'une tangente quelconque dune conique comprise entre le 
point de contact et la directrice est vue du foyer sous un angle droit. 

Cette partie de la tangente à la conique correspond à la partie infinie 
de la tangente au cercle» à partir du point de contact, qui est vue du centre 
du cercle sons un angle droit* 

Voici d'autres tbôorèmes que nous cboiaissoua parmi les plus élémen- 
taires du cercle, et vis^^vis, ceux qui en résultent pour une conique, et dont 
il sera facile de trouver les énoncés. 
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La droite qui joint le centre d'un La droite qui joint le foyer d'une 
cercle au point de concours de deux conique au point de concours de 
tangentes est la bissectrice de l'an- deux tangentes est la bissectrice de 
gle des rayons menés aux points de V angle des rayons vecteurs menés 
contact. aux points de contact. 

La partie d'une tangente à un La partie d'une tangente à une 
cercle comprise entre deux tangentes conique comprise entre deux tan- 
fixes est vue du centre sous un angle gentes fixes est vue du foyer sous 
constant. un angle constant. 

Si la corde de contact des tan- Si la corde de contact des tan- 
gentes fixes passe par le centre y ces gentes fixes passe par le foyer, ces 
tangentes sont parallèles, et l'angle tangentes se coupent sur la direc- 
est droit. trice, et l'angle est droit. 

Des cercles concentriques se transforment en tout autant de coniques 
qui ont le même foyer et la même directrice. 

En prenant une droite quelconque pour axe des y^ et la parallèle passant 
par le centre commun, chacun des cercles se transformera en une conique 
qui aura ce centre pour foyer et Taxe des y pour directrice. 

Lorsqu'un angle invariable tourne Lorsqu'un angle invariable tourne 
autour du centre d'un cercle, sa autour du foyer d'une conique, sa 
corde enveloppe un cercle concén- corde enveloppe une conique de 
trique^ et le pôle de cette corde dé- même foyer et de même directrice, 
crit un troisième cercle concen- et le pôle de cette corde décrit une 
trique. troisième conique de même foyer et 

de même directrice. 

Étant donnés deux cercles con- Étant données deux coniques de 
centriques, la corde de l'un qui est même foyer et de même directrice, 
tangente à Vautre a son milieu au la corde de l'une qui est tangente 
point de contact. à Vautre a pour point de contact le 

conjugué harmonique de son inter- 
section avec la directrice commune. 

Les tangentes par un même point Les tangentes par un même point 
à une série de cercles concentriques à une série de coniques de même 
ont les points de contact sur une foyer et de même directrice, ont les 
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circonférence qui passe par le point points de contact sur une conique 
et par le centre commun. qui passe par le point et par le 

foyer commun. 

Ces exemples nous paraissent sufûre pour faire comprendre Timporlance 
du principe de Poncelel. Nous retrouverons d'ailleurs ce principe dans la 
théorie des polaires réciproques. 

128. Tangentes et normales, — La tangente et la normale en un point 
dune conique divisent en parties égales les angles des rayons vecteurs. 

Soient FM, F'M {fig. 41) les rayons vecteurs menés à un point M d'une 
ellipse. Prolongeons un de ces rayons F'M d'une longueur MG égale à l'autre 
FM, et joignons FG. La bissectrice de l'angle au sommet du triangle isocèle 
FMG sera tangente à l'ellipse, car F'G = F'M + MG = F'M + FM = AA'. 
Tout autre point P de la bissectrice est extérieur à l'ellipse, puisqu'on 
aurait F'P + FP > AA'. 

La tangente MT étant la bissectrice de l'angle FMG des rayons vecteurs, 
la normale MN, ou la perpendiculaire à la tangente, est la bissectrice de 
l'angle supplémentaire. 

Pour l'byperbole, on prendrait sur le plus grand rayon F'M une longueur 
MG égale à l'autre, et on verrait facilement que la tangente divise en parties 
égales l'angle même des rayons vecteurs. 

Pour la parabole, un des foyers F' est à l'infini, et le rayon vecteur MF' 
est parallèle à l'axe. La tangente, comme dans l'ellipse, divise en parties 
égales le supplément de l'angle. 

129, Les pieds des perpendiculaires abaissées des foyers sur toutes les 
tangentes à une conique sont sur la circonférence qui a pour diamètre 
taxe focal. 

Car la projection du foyer F sur la tangente MT est en H, milieu de la 
base du triangle isocèle FMG, et CH ={F'G = jAA' = CA. Celle du 
foyer F est en H', milieu de la base du triangle isocèle F'MG', et 

CH'=:iFG' = iAA'=CA. 

iV. B. Cette circonférence est touchée en H par celle qui aurait pour 
vin. 76 
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dteraètre le rayon vecteur FM, et en H' par cdle qui aurait pour cRamètre 
l'autre rayon vecteor F'M. Donc : 

La circonférence décrite sur F axe focal d'une conique est tangente à 
toutes les circonférences qui ont pour diamètres les divers rayons vec- 
teurs. 

Pour la parabole, cette circonférence devient la tangente au sommet. 

130. a, b étant les demi-axes de l'ellipse, projetons les foyers sur la 
tangente parallèle à Taxe focal, c désignant la distance CF du centre au 
foyer, que Ton appelle V excentricité , on aura 

*• 4- c' = a\ d'où ^ = zt yf^^^^ 

a, b étant les demi-axes de Thyperbole, le demi-axe b est égal à la partie 
ÂD de la tangente au sommet limitée par Tasymptote {fig. 42). Projetons 
le foyer F en K sur Tasymptote, qui est tangente à la courbe à l'infini ; les 
triangles rectangles CAD, CFK étant égaux, FK = AD = 6, et c^ = a* -h A*, 
d'où c = ± Vû* + 6». 

131. Les points 11 et ^, où la tangente et la normale en un point M 
de la conique courent l'axe focal, sont conjugués harmoniques par rapport 
aux deux foyers. 

Car la tangente et la normale sont les bissectrices des angles des rayons 
vecteurs. Donc CT x CN = CF% et il en résulte une nouvelle construction 
des foyers pour l'ellipse et l'hyperbole. 

Pour la parabole, un des rayons étant parallèle à l'axe, le foyer F est le 
milieu de TN. 

132. La tangente et la normale aux divers points d'une conique 
donnent des divisions en involution sur chacun des axes. 

Car CT X CN = CF' est constant. 

Le point central est le centre de la conique, et les points doubles sont 
les foyers. Ainsi, la conique peut avoir quatre foyers, mais ils n'existent 
que lorsque les points doubles existent, ce qui exige que la tangente et la 
normale coupent Taxe d'un même côté du centre. Par conséquent : 

Les foyers n'existent que sur le grand axe de l'ellipse , ou sur l'axe 
transverse de r hyperbole. 
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Sur Vautre axe, les points T',N' d'intersection avec la tangente et la 
normale étant situés de part et d'autre, par rapport au centre, les points 
doubles sont imaginairesy et on dit aussi que les foyers le sont. 

Pour la parabole, le centre de la courbe étant à l'infini, Tinvolution a 
un de ses points doubles if l'infini. L'autre point double divise en parties 
égales le segment compris sur l'axe entre la tangente et la normale en un 
point qu6teon(Iue. 

133. Tangentes par un point extérieur. — La tangente à la conique 
par un point extérieur Q {fig. 42) s'obtient en cherchant, ou le point G, ou 
le point H- Le point G est l'intersection de deux circonférences décrites, 
l'une avec FQ, l'autre avec F'G = AA' pour rayon. 

Le point H est l'intersection de la circonférence ayant pour diamètre 
Taxe focal A A', avec celle qui aurait pour diamètre FQ. 
Au lieu des points G et H, on pourrait chercher les points G' et H^ 
Il est facile de voir comment on construirait les tangentes parallèles à 
une droite, ou faisant un angle donné avec cette droite. 

134. Équation des courbes. — Prenons pour axes deux diamètres con- 
jugués quelconques A A', BB' d'une ellipse ou d'une hyperbole {figi^)* 
Soit MN une corde parallèle à BB', et P son milieu sur AA'. On aura, 
par le théorème de Newton, 

PM^ = ggpAxPA'. 

Désignons par a, b les demi-diamètres conjugués, par y rordonnée PM 
et par x l'abscisse OP. Pour l'ellipse, PA =^ a — a?, PA' = a + a?, et 
PA X PA' = a^ — a:% ce qui donne pour équation de celte courbe rap- 
portée à deux diamètres conjugués ou à ses axes, 

ay + iV = a^\ 

Si Ton prenait pour axes les diamètres conjugués égaux, l'équation aurait 
la forme de celle d'un cercle de rayon R, qui est y* + x^ = R^ 

Ainsi : Le cetcle devient une ellipse lorsque toutes les ordonnées s'in- 
clinent également. 
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Pour rhyperbole, PA = a; — a, PA' = aj + a, et PA X PA'=a;' — a% 
ce qui donne 

ay — bW = — a*b' , 

équation qui se déduit de celle de l'ellipse en changeant b^ en — A*. 

Prenons pour axes un diamètre de la parabole et la tangente par son 
extrémité. PM et QN étant deux ordonnées quelconques {fig. 44), on aura 
par le théorème de Newton, en remarquant que les segments infinis dispa- 
raissent, 

^ - ^ - const 
OP — OQ ~ ^^"^^• 

En représentant la constante par 2/?, on a pour équation de la parabole 
y' = 2paj. 

La constante ip est appelée le paramètre de la parabole. 

Supposons la parabole rapportée à son axe et à la tangente au sommet. 

Décrivons un cercle sur le paramètre 2j9i=0 A comme diamètre. OM' 
étant la corde qui correspond à Tabscisse OP, on aura OM'* = "ipx. Donc 
0!Vr=y = PM, ce qui montre comment on pourrait construire la portion 
NON' de la parabole, au moyen du cercle, en portant la longueur de la corde 
OM' sur la direction de l'ordonnée. Pour le point N, l'ordonnée est égale au 
paramètre. Ainsi, pour déterminer le paramètre d'une parabole, il suffira 
de mener par le sommet une sécante ON inclinée à 45® sur l'axe, et de 
prendre l'ordonnée ou l'abscisse du point N. 

135, Similitude des coniques. — On voit que, pour construire l'équation 
de l'ellipse ou de l'hyperbole, il faut se donner les longueurs a, A de 
deux diamètres conjugués, et l'angle sous lequel ils se coupent. 

Par conséquent : Deux ellipses ou deux hyperboles sont semblables 
lorsque deux diamètres conjugués sont proportionnels et se coupent sous 
le même angle, car les deux courbes deviendraient superposnbles par un 
simple changement de l'échelle à laquelle on prend les longueurs des abscisses 
et des ordonnées pour les construire. 

Les hyperboles dont les asymptotes se coupent sous le même angle 
sont semblables. 

On verra facilement, par la similitude des triangles, que deux diamètres 
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faisant des angles égaux avec Tune des asymptotes sont proportionnels. 

Toutes les paraboles sont semblables, car pour construire la courbe 
il suffira de se donner le paramètre ip. 

Il en est de même pour le cercle, et en général pour toutes les figures 
dont la détermination n'exige que la connaissance d'une longueur. 

§ XIV. Cordes idéales des coniques. 

136. Lemme. — Une ellipse et une hyperbole qui ont deux diamètres 
conjugués communs A A' et BB' {fig. 43) se transforment réciproquement 
Fune en l'autre. 

On prendra les diamètres pour axes, et la tangente commune en A ou 
A' pour parallèle. 

Une corde MN de l'ellipse se transforme en une corde parallèle M'N' de 
l'hyperbole, et X désignant le rapport des carrés des demi -diamètres con- 
jugués, on a, par le théorème de Newton, 

P>r = >PA X PA' = X(OA^ — OP') 
P'M" = XP'A X P'A' = X (OP'^ — OA'). 

Pour une abscisse OP', plus grande que OA, PM* devient négatif, et on 
dit que la corde de l'ellipse est imaginaire; mais ce carré serait égal, 
abstraction faite du signe, à celui P'M'^ de la demi-corde de l'hyperbole 
qui correspondrait à cette abscisse OP'. 

Pour une abscisse OP plus petite que OA, P'iM'* devient négatif, et on dit 
que la corde de l'hyperbole est imaginaire; mais ce carré serait égal, ab- 
straction faite du signe, a celui PM* de la demi-corde de l'ellipse qui corres- 
pondrait à cette abscisse OP. 

C'est ce qui conduisit Poncelet à prendre les cordes réelles de chacune 
des deux courbes pour représenter les cordes imaginaires de l'autre. 
, Comme la corde imaginaire conserve sa direction et a pour milieu le 
point réel où cette direction coupe le diamètre conjugué, Poncelet substitua 
la dénomination de cordes idéales à celle de cardes imaginaires, et appela 
les deux courbes coniques supplémentaires. 

Une corde réelle MN de l'ellipse, par exemple, est la polaire d'un point 
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extérieur P', et PM* = >.PA x PA'. Une corde idéale M'N' de Vellipse est 
la polaire d'un point intérieur P, et P'M'^ = XP'A x P'A'. Ainsi, la corde 
se construit de la même manière, qu'elle soit réelle ou idéale. Pour l'ob- 
tenir, il sofQt de connaître sa direction et son milieu P ou P' sur le dia- 
mètre conjugué. La transformation indique des constructions plus simples. 
Les tangentes par le milieu P' de la corde idéale forment, avec les tangentes 
en A et A', un trapèze CDGH dont les diagonales passent par les extrémités 
M',N' de la corde idéale. On obtient aussi les points M',N' en joignant MA et 

M'N' P'A 

NA, ou MA' et NA'. Enfin, par les triangles sembtebles, r^ = ^ . 

137. Une conique a une infinité de coniques supplémentaires. 

Car la conique supplémentaire est le lieu des extrémités de toutes les 
cordes idéales parallèles à une même direction- 

Les coniques supplémentaires d'une ellipse sont des hyperboles , et 
réciproquement. 

Les coniques supplémentaires d'un cercle sont des hyperboles équi- 
latèreSy et réciproquement. 

La demi'Corde idéale d!un cercle est égale à la longueur de la tan- 
gente au cercle par le milieu de cette corde. Car alors X = 1 , et 
P'M'^ = P'A X P'A' est le carré de la tangente au cercle par le poi»t exté- 
rieur P'. 

Il en résulte one construction par points de Tbyperbole éqeilatère au 
moyen du cercle qui aurait pour diamètre Taxe transverse. 

Dans le oas de la parabole, P'A = PA, et M'N' = MN. Donc: 

Les coniques supplémentaires Hune parabole sont des paraboles égales 
tournées en sefbs contraire par rapport à la tangerUe parallèle à la di- 
rection des cordes idéales. 

138. La derni-corde, réelle ou idéale , d'une conique est moyenne 
proportionnelle entre les segments que déterminent sur sa direction , à 
partir du diamètre conjugué, un point de cette direction et la polaire 
de ce point. 

Soit AB la direction de la corde {fig. 53), et son intersection avec le 
diamètre conjugué. La polaire CD d'un i)oint quelconque Q de AB passera 
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par le pôle P de la corde AB, et coupera cette corde en R. PQ, PR étant 
deux droites conjuguées, OQ x OR sera constant. 

Les points Q et R sont d'un même côté du point si la corde est 
réelle, et de différents côtés si elle est idéale. Dans Tun et l'autre cas, 
Q et R sont des points homologues de deux divisions en invohitioE, dont 
est le ceotre, et les points doubles réels ou imaginaires sont les inter- 
sections de la conique avec la droite : donc OQ x OR est égal au carré 
de la demi-corde réelle ou idéale, c.q. f. d. 

N.B. Poncelet considère l'axe radical de deux cercles comme une corde ou. 
sécante commune qui est idéale lorsque les deux cercles n'ont pas de point 
commun. 

La longueur de cette corde idéale est , comme on vient de le voir, le 
double de la tangente à l'un des cercles par le point où Taxe radical coupe 
la ligne des centres. 

139. Deux cercles quelconques ont pour sécante idéale commune la 
droite à l'infini. 

Car les coniques supplémentaires dont les cordes seraient perpendi- 
culaires à la ligne des centres, sont des hyperboles équilatères ayant les 
asymptotes parallèles. 

Ces hyperboles se coupent en deux points réels sur la droite à l'inflni, 
et cette sécante commune réelle des hyperboles supplémentaires est une 
sécante commune idéale des deux cercles. 

Ainsi : Deux cercles qui n'ont pas de points réels communs ont deux 
cordes j ou sécantes y idéales communes^ qui sont leur axe radical et la droite 
à l'infini. 

En d'autres termes : Deux cercles quelconques ont toujours quatre 
points communs, dont deux imaginaires situés à l'infini. Les deux autres 
sont tous les deux réels, ou tous les deux imaginaires. 

Lorsque les deux coniques supplémentaires se touchent, on dit aussi 
que les cercles se touchent, mais que le contact est idéal. 

140. Deux ou plusieurs cercles concentriques ont un double contact 
idéal sur la droite à l'infini. 

Car les hyperboles supplémentaires qui correspondent à une direction 
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quelconque ont les mêmes asymptotes ou les mêmes tangentes communes 
en deux points situés sur la droite à Tinfini. Donc cette droite est une 
corde de double contact idéal pour les cercles. 

141. Tous les cercles situés dans un même plan ont les deux mêmes 
points imaginaires communs sur la droite à f infini. 

Car toutes les hyperboles supplémentaires dont les cordes seraient 
perpendiculaires à des rayons parallèles de ces cercles, ayant leurs asym- 
ptotes respectivement parallèles, auront la droite à Tinfini pour sécante 
réelle commune. Donc celle droite sera une sécante idéale commune à 
tous les cercles, et coupera chacun d'eux aux deux mêmes points ima- 
ginaires, que l'on appelle points circulaires^ à Vinfini. 

142. Afln de justifler ce que ces idées pourraient avoir d'étrange ou 
même de paradoxal, nous reproduirons le texte même de Poncelet pour les 
théorèmes analogues relatifs aux coniques. {App. d'analyse et de géom., 
lom. 11, pag. 374 et suivantes.) 

Lorsqu'une ligne droite située dans le plan de deux coniques passe par 
deux points réels appartenant à la fois aux deux courbes, on dit qu'elle est 
corde réelle commune à ces deux courbes. 

Nous dirons, par analogie , qu'une ligne droite située dans le plan de 
deux coniques sera corde idéale commune à ces deux courbes quand elle 
sera corde réelle commune aux deux supplémentaires qui lui correspon- 
dent. 

Appelons M, N, P, Q quatre points appartenant à l'intersection mutuelle 
de deux sections coniques, et joignons ces points deux à deux par des lignes 
droites indéfiniment prolongées. On obtiendra six cordes communes à la 
fois aux deux courbes, qui seront telles que chacune d'entre elles en ren- 
contrera une autre, et seulement une autre, au dehors du périmètre de ces 
courbes ; il y aura donc trois systèmes semblables de cordes communes qui 
formeront un quadrilatère ordinaire MNPQ avec ses deux diagonales. 

Quand deux sections coniques seront telles que les supplémentaires se 
touchent en deux points réels sur une corde idéale commune aux deux 
proposées, la corde de contact de ces points pourra être considérée comme 
la réunion de deux cordes réelles communes aux supplémentaires, et par 
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conséquent aussi comme la réunion de deux cordes idéales communes aux 
proposées. Il sera donc naturel de dire alors que les sections coniques don- 
nées ont une corde idéale de contact ; qu'elles se touchent en deux points 
imaginaires suivant celte même corde; qu'enfin ces deux courbes ont encore 
deux autres cordes communes , toutes deux imaginaires, et qui sont les 
tangentes aux points de contact en question. 

II sera facile de reconnaître, à priori, si deux des coniques sont entre elles 
en contact idéal, ou ont une corde idéale de contact commun. Car il suf- 
fira de tracer le diamètre qui passe à la fois par leurs centres, puis de décrire 
les coniques supplémentaires conjuguées à ce diamètre et aux deux courbes 
données, et de s'assurer ensuite, d'une façon ou d'une autre, qu'elles ont 
un double contact réel. 

Deux hyperboles semblables et semblablement placées ont évidemment 
leurs asymptotes respectivement parallèles, et concourent par conséquent 
en deux points réels à l'infini, appartenî^nt à la fois aux deux systèmes 
d'asymptotes dont il s'agit : donc elles ont une corde réelle commune 
située à une distance infinie sur leur plan. 

Pareillement , quand deux ellipses sont semblables et semblablement 
placées, ou s çXs.p^ il existe une infinité de systèmes d'hyperboles sup- 
plémentaires conjuguées à une même direction des diamètres des ellipses 
proposées, et pour chacun de ces systèmes en particulier, les hyperboles 
supplémentaires sont évidemment^ et ^.p, et ont une corde commune à l'in- 
fini ; donc aussi , les ellipses proposées ont une corde idéale commune à 
Finfinij c'est-à-dire, en d'autres termes , qu'elles peuvent être regardées 
comme ayant deux points imaginaires en commun à Finfini. 

Ainsi : deux hyperboles ou deux ellipses s et s.p ont une corde commune 
à l'infini, qui est réelle pour les hyperboles et idéale pour les ellipses. 

Si, au lieu de deux hyperboles ou de deux ellipses, on en considérait un 
nombre quelconque qui soient toutes s et s.p, on prouverait également 
qu'elles ont à l'infini une corde unique qui est à la fois commune à tout 
leur système ; mais cette corde serait nécessairement idéale pour le système 
des ellipses. 

Quand deux hyperboles s et s.p sont concentriques, elles ont évidemment 
mêmes asymptotes ou mêmes tangentes en deux points qui leur sont com- 
vra, 77 
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muns à rinBni : ainsi , elle^s se touchent en deux points réels , et pair con- 
séquent elles ont une corde réelle de contact, mais cette corde esl entrèrement 
à l'infini. Donc, deux ellipses qui sont coDcenlriques, s et $.p, ont égalennent 
une corde de contact commune à l'infini, mais qui est idéale ; et comme 
la même chose subsiste nécessairement pour un nombre quelconque d'el- 
lipses ou d'hyperboles, on peut énoncer ce nouveau principe : 

Le système (Tun nombre quelconque d'hyperboles ou d! ellipses toutes 
concentriques s ^< s.p a une corde de contact à Tin fini cùntn^ne à toutes 
les courbes du système^ mais qui est réelle pour le système des hyper- 
boles et idéale pour celui des ellipses. 

Les propositions réciproques résultent évidemment des principes mêmes 
qui viennent d'être posés. Ainsi, par exemple : 

Si deux ou plusieurs sections coniques ont une corde commune, réelle 
ou idéale , située à l'in/ini, elles sont nécessairement s et s.p- 

143. Il resterait à démontrer que des coniques quelconques ont, pour des 
positions indéterminées , des cordes et des sécantes idéales communes^ 
comme elles ont, pour de semblables positions, des points d'intersection 
réels et des cordes réelles également communes. 

11 serait surtout important de trouver une construction simple et di- 
recte de la corde idéale commune à deux coniques. [Prop. proj.y 57, 
58, 59.) 

Cette recherche se rattache au principe de continuité , qui résume la 
doctrine de Poncelet, mais qui ne saurait être compris ou exposé sans le 
secours de l'analyse. 

§ XV. Transformation des coniques. 

144. Lemme. — Une conique se transforme en toute autre conique. 
Le pôle de la droite prise pour axe des y devient le centre, et les droites 

conjuguées qui se coupent au pôle deviennent les diamètres conjugués de la 
nouvelle courbe. 

145. Trouver les axes de la transformée. 1® Si le pôle P de Taxe des y 
est intérieure la conique donnée {fy. 33), la transformée sera une ellipse. 
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Soit E le point de concours. Denx droites conjuguées PQ, PR deviendront 
deux diatttètres conjugués de Tellipse, dont Tangle sera égal à QËR. Ainsi: 

On peut transformer une conique en une ellipse ayant deux diamètres 
cmfugués qui se coupent sous un angle donné. 

Le lieu du point Esera le segment de cercle décrit sur QR capable de cet 
angle* et, en passant de la transformation à la perspective, le lieu de l'œil 
dans l'espace sera la surface de révolution engendrée par ce segment 
de cercle tournant autour deQ^. 

Supposons le cercle de la fig. 33 remplacé par une conique. 

Soit 0' le point où Taxe des y est coupé par le diamètre conjugué de 
sa direction, et O'E' l'ordonnée de la demi-circonférence décrite sur QR 
comme diamètre. O'E' sera la longueur delà demi-corde idéale de la conique 
dirigée suivant Taxe des y, et on aura O'E'^ = O'O X O'R. Décrivons une 
circonférence passant par E et Ë\ dont le centre soit sur Taxe des y y et 
soient Q\ R' les points où elle coupe cet axe. On aura 

OV X O'R' == O'O X O'R = O'E''. 

PQ' et PR' seront deux droites conjuguées, et Tangle Q'ER' des transfor- 
mées étant droit, ces transformées seront les axes de Tellipse. 

Le lieu de l'œil dans t espace sera la circonférence décrite par le 
point E dans un plan perpendiculaire à Vaxe des y. 

Si le point E coïncide avec E', tous les diamètres conjugués de la trans- 
formée seront rectangulaires, ce qui est la propriété caractéristique du cercle. 
Donc : 

Une conique se transforme en un cercle^ si l'on prend pour axe des y 
une corde idéale, pour axe des x la perpendiculaire par son milieu, et 
pour distance de la parallèle la demi- corde idéale. 

Le lieu de l'œil dans l'espace est la circonférence décrite du milieu 
de la corde idéale avec un rayon égal à la moitié de cette corde, et 
dans un plan qui lui soit perpendiculaire. [Prop.proj., 110.) 

En d'autres termes : Toute conique se transforme en un cercle, si l'on 
prend pour axe des y une droite quelconque qui ne rencontre pas la 
conique, pour axe des x la perpendiculaire au point où la droite est 
coupée par le diamètre conjugué, et pour distance de la parallèle la 
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moyenne proportionnelle entre les segments, déterminés ^ de part et tT autre 
de F origine, par un point Q delà droite et la polaire PR de ce point. 

2° Si le pôle P de Taxe des y est extérieur, la transformée sera une 
hyperbole. Soient A et B les intersections de la conique avec l'axe des y, 
et E le point de concours {fvg. 33), Les tangentes PA,PB deviendront les 
asymptotes de Thyperbole, faciles à construire, car elles ont pour directions 
EA et EB, et passent par les points où ces tangentes coupent la parallèle. 
Les axes seront les bissectrices de leurs angles. 

Ou bien, les bissectrices des angles que font EA et EB coupent Taxe des 
y en Q' et en R', conjugués harmoniques sur la corde AB. Donc PQ' et PR' 
sont les droites conjuguées qui se transformeront en axes de l'hyperbole, et 
celle qui coupe la conique deviendra l'axe transverse. 

Si Ton veut que l'angle des asymptotes soit égal à un angle donné , on 
prendra le point E sur un segment de cercle décrit sur AB, et capable de 
cet angle. 

Le lieu de Fœil dans t espace sera la surface de révolution engendrée 
par ce segment tournant autour de AB. 

Si Ton veut que Ihyperbole soit équilatère, on prendra le point E sur la 
circonférence décrite sur AB comme diamètre. 

Le lieu de Vœil sera la surface de la sphère ayant AB pour diamètre, 

50 Si le pôle P de Taxe des y est sur la conique, cet axe sera la tangente 
en ce point, et on aura pour transformée une parabole. Soit E le point de 
concours {fig. 38); EP sera la direction commune des diamètres de la para- 
bole, et la perpendiculaire EA celle de la tangente au sommet. 

Menons par le point A une tangente AN à la conique. NP et NA seront 
deux droites conjuguées qui se transformeront en axe de la parabole et en 
tangente au sommet. 

Si Ton veut que NP et NA se transforment en un diamètre et en une 
tangente par son extrémité qui se coupent sous un angle donné, le lieu du 
point E sera le segment de cercle décrit sur AP, et capable de cet angle. 
Le lieu de l'œil dans V espace sera la surface de révolution engendrée 
par ce segment tournant autour de AP. 

146. Transformer une conique en un cercle, de manière qu'un point 
intérieur P 4^ienne le centre du cercle. 
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On prendra pour axe des y la polaire du poinl P, qui sera une droite 
extérieure à la conique, et on opérera comme on vient de l'indiquer. 

Si le point P est le foyer de la conique. Taxe des y est la polaire focale 
ou la directrice , et on retrouve le principe de Poncelet. 

147. Transformer une conique en une autre , de manière qu'un point 
intérieur F devienne le foyer de la nouvelle courbe. Prenons pour axe 
des y une droite qui ne soit point la polaire du point F. Les droites con- 
juguées se coupant en F donneront des segments en involution sur Taxe 
des y, et, les points doubles étant imaginaires, toutes les circonférences 
décrites sur ces segments, comme diamètres, auront une même corde 
commune perpendiculaire sur Taxe des y, et dont le milieu sera sur cet 
axe. Une des extrémités de cette corde étant le point de concours, 
les droites conjuguées qui se coupent en F se transformeront en droites 
conjuguées se coupant en F', et qui seront toutes rectangulaires ; donc F' 
sera un foyer de la nouvelle courbe, ellipse, hyperbole ou parabole, sui- 
vant que Taxe des y sera extérieur à la conique donnée, sécant ou tangent. 

N. B. Si Taxe des y était la polaire du point F, le point F' deviendrait 
à la fois le foyer et le centre de la nouvelle courbe, qui serait un cercle. 

148. Transformer une conique en une autre, de manière qu'un point 
intérieur F devienne le foyer, et un autre point P le centre de la 
nouvelle courbe. 

On prendra pour axe des y la polaire du point P, et on trouvera le point 
de concours par la condition que F devienne le foyer. 

149. Transformer une conique en une autre ^ de manière que deuxpoints 
intérieurs ¥, F' deviennent les foyers de la nouvelle courbe. 

La droite FF' coupera la conique en A, A'. Il existe deux points qui 
divisent harmoniquement chacun des segments FF' et AA', dont l'un P est 
intérieur. On prendra la polaire de P pour axe des y, et on déterminera le 
point de concours par la condition que F devienne un foyer. P deviendra 
à la fois le centre de la nouvelle courbe et le milieu des transformées de F et 
de F'. Comme F devient un foyer, F' deviendra l'autre foyer. 

150. Transformer une conique en une parabole y de manière qu'un point 
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intérieur F devienne le foyer, et un point A de la comtbe le s&mmet de 
la parabole. 

FA coupera la conique en un second point A', et on prendra pour axe 
des y la tangente en A^ (Chastes; CmiiqueSy pag. 116.) 

A&i. Des coniçues qui ont une ,cûrde commune ^e trm^f^^^t ^n 
tout autant de coniques s et s «p. 

Prenons la corde commune pour axe des y, et soU E le poiqt de concours. 

t<» Si la corde est réelle, les transformées seront des hyperboles ayant 
leurs asymptotes parallèles ; 

2^ Si la corde est idéale , les transformées seront des ellipses ayant leurs 
asymptotes imaginaires parallèles; 

3^ Si la corde est nulle , les transformées seront des paraboles ayant 
leurs axes parallèles. 

Par conséquent, dans tous les cas, les transformées seront deb coniques 
s et s.p. 

152. Des coniques qui ont une corde idéale commune se transforment 
en tout autant de cercles. 

On prendra pour axe des y la corde idéale , pour axe des x la perpen- 
diealaire en son milieu, et pour distance de la .parallèle la moitié de la 
corde idéale. 

153. Des coniques qui ont un double contact se transforment en tout 
autant de coniques s et s.p ayant même centre. 

On prendra la corde de contact pour axe des y, ce qui donnera des coni- 
ques s ^s^p. Comme la corde de contact a évidemment le même pôle par 
rapport à chacune des coniques , ce pôle deviendra le centre commun des 
transformées. 

154. Des coniques qui ont un double contact idéal se transforment en 
tout autant de cercles concentriques. 

On prendra pour axe des y la corde idéale de contact, pour axe des x la 
perpendiculaire en son milieu, et pour distance de la parallèle la moitié de 
la corde idéale. Le pôle commun de Taxe des y deviendra le centre commun 
des oeroies résultaïQt de la transformation. 
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455. Des coniques circonscrites à un même quadrilatère se transfor- 
ment en tout autant de conique concentriques dfmt les axes ont les mêmes 
directions. 

On prendrai poor axe (tes y ia troisième dragonaio d» quadrilatère. Le 
point où se coupent les deux antres étant le pôle de Taxe des yvpar rapfiort 
à chacune des coniques, deviendra le centre commun des transformées qui 
seront circonscrites à un même parallélogramme. Donc les axes seront dî* 
rigés suivant les parallèles également distantes des côtés du parallélogvainnie. 

Ed déterminant le point de contours de manière que Tune des coniques 
deviennne un cercle : 

De$ coniqises circonscrites à un mime qhadrilatère se transforment en 
un cercle et en' coniques qui oM pour centre commun celui de ce cerile. 

iB6. Deux coniques s et s.p ou homothétiques jouissent de toutes les 
propriétés de deux cercles. En effet : 

Une conique se reproduit en prenant pour point de concours un point 
qui ne soit pas sur la courbe^ et pour parallèle la polaire de ce point. 

Il en résulte ce lemme : 

Une conique se transforme en une conique homothétiqucy si Von prend 
pour point de concours un point qui ne soit pas sur la courbe , et pour 
parallèle une parallèle à la polaire de ce point. 

Et cette conséquence : 

Deux coniques homothétiques se transformant Vune en t autre en pre- 
nant pour point de concours celui de leurs tangentes extérieures ou in- 
teneur es communes, et pour parallèle la patallèle à égale distancé des 
cordes de contact de ce point. 

Il sera donc facile de refaire le § XII pour le cas de deux coniques homo- 
thétiques. (Voir le Mémoire de M. Chasles, Ann. de Gergonne, tom. XVIII.) 

M. Chasles appelle axe de symptose la droite analogue à Taxe radical, 
et qui est aussi la parallèle également distante des polaires de similitude 
directe et des polaires de siraiBtude inverse des deux coniques homothé- 
tiques. Lorsque ces coniques n'ont aucun point réel, cet axe est une corde 
idéale commune. 
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§ XYI. Théorie des polaires réciproques. 

157. Lemme. — Tout point d'un plan a une polaire et toute droite de 
ce plan a un pôle^ par rapport à un cercle ou à une conique. 

Une figure quelconque pourra donc se transformer au moyen du cercle, 
ou de la conique, en une nouvelle figure dont les points correspondront à 
des droites^ et dont les droites correspondront à des points ùe la première. 

Nous allons étudier ce nouveau mode de transformation, que l'on doit 
aussi à Poncelet. 

Soit un polygone dont les côtés A, B, C. D, . . . ont pour pôles respectifs 
ayb, c,d. ..; ces pôles seront les sommets d'un nouveau polygone dont 
les côtés auront réciproquement pour pôles les sommets du premier. En 
effet, le côté aby par exemple, du second polygone, passant par les pôles des 
côtés A5 B du premier, aura pour pôle l'intersection de ces côtés. 

Ainsi, on peut obtenir chacun de ces polygones au moyen de Tautre, soit 
en prenant les pôles des côtés, soit en prenant les polaires des somnoets, 
par rapport au cercle ou à la conique qui sert à opérer la transformation 
et qu'on appelle la directrice. 

Le lieu des pôles des tangentes en chacun des points d'une courbe C 
sera une nouvelle courbe C, à laquelle seront tangentes les polaires des 
divers points de la première. 

Car w, n étant les points de contact de deux tangentes consécutives de C, 
et i»',n' les pôles de ces tangentes, la corde m'n' sera la polaire du point 
d'intersection des tangentes en m et en n, et lorsque ces points se réuni- 
ront en un seul, la corde m'n' deviendra tangente à la courbe C, que Ton 
pourra aussi considérer comme l'enveloppe des polaires des divers points 
de C. 

On verrait de même que G peut être considérée, soit comme le lien des 
pô!es des tangentes de C, soit comme l'enveloppe des polaires des divers 
points de C 

Les points d'intersection de Tune des courbes par une droite donnent 
tout autant de tangentes de l'autre, qui se coupent au pôle de la droite. F^ 
nombre de ces tangentes, issues d'un même point, indique ce qu'on appelle 
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la classe de la courbe, et on sait que le nombre des intersections de la 
courbe avec une droite indique le degré. Par conséquent : 

Le degré de l'une des courbes est égal à la classe de Vautre. 

Les coniques sont à la fois des courbes du second degré et de la seconde 
classe, puisqu'il existe deux tangentes par le même point ; mais pour les 
courbes de degré supérieur, la classe de la courbe peut différer de son degré. 

Par exemple, les courbes du troisième degré peuvent être de la sixième 
classe, car il peut exister six tangentes par un même point. Mais parmi ces 
courbes, il en est qui sont d'une classe inférieure, et d'autres qui sont de 
la troisième classe. 

158. Deux figures telles que les points de Tune ont pour polaires les droites 
de l'autre, et réciproquement, sont dites polaires réciproques. Donc: 

La polaire réciproque dune conique est une autre conique. 

159. On prend le plus ordinairement un cercle pour directrice, et il sufQtde 
se donner son centre et son rayon pour trouver la polaire réciproque d'une 
figure quelconque. Carie pôle d'une droite est sur la perpendiculaire abaissée 
du centre sur la droite, et le produit des distances du pôle et de la polaire 
au centre est égal au carré du rayon. 

iV. B. Si le rayon du cercle varie , la position seule de la polaire réci- 
proque est altérée. 

160. La polaire réciproque d'un cercle concentrique au cercle directeur 
est un autre cercle concentrique. Soit CA un rayon du cercle directeur cou- 
pant en B un cercle concentrique {fig. 45). La tangente en B aura pour 
pôle un point B' de CA, tel que CB x CB'= CA'. CB' étant constant, le 
lieu du point B' est une circonférence concentrique. 

461. La polaire réciproque d'un cercle quelconque est uns conique. 

Ellipse ;Si le centre du cercle directeur est intérieur au cercle donné, 
car aucune des tangentes au cercle donné n'aura son pôle à l'infini.. 

Hyperbole :?A le centre est extérieur, car les tangentes menées par 
ce point au cercle donné auront leurs pôles à l'infini. 

Parabole: Si le centre est sur la circonférence du cercle donné, car 

la tangente en ce point, au cercle donné, aura son pôle à l'infini, 
vin. 78 
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N. B. Il en serait de même si Ton prenail pour directrice une conique. 

162. Supposons une flgure quelconque el sa polaire réciproque, que l'on 
pourra toujours construire au besoin. 

Les points de Tune des flgures correspondront à des droites de l'autre, 
el réciproquement, 

A un polygone, correspondra un polygone polaire réciproque d'un même 
nombre de côtés. 

A une courbe d'un degré quelconque, correspondra une courbe de la 
même classe, et réciproquement. 

A un polygone inscrit ou circonscrit à une courbe, correspondra un 
polygone circonscrit ou inscrit à la polaire réciproque de la courbe. 

Au lieu géométrique d'un point, correspondra la courbe enveloppe d'une 
droite, polaire du point, et réciproquement. 

A des points en ligne droite de l'une des figures, correspondront tout 
autant de droites se coupant au même point dans la nouvelle flgure , el 
réciproquement. 

A des points en ligne droite sur une courbe, correspondront tout 
autant de tangentes issues d'un même point à la nouvelle courbe, et réci- 
proquement. 

A un point commun à deux courbes, correspondra une tangente com- 
mune aux polaires réciproques de ces courbes. 

Donc : Si deux courbes se touchent en un ou plusieurs points , les 
polaires réciproques se toucheront en tout autant de points , car un point 
de contact devient une tangente commune, et la tangente en ce point de- 
vient le point de contact de la nouvelle tangente, etc., etc. 

Par conséquent : A toute propriété descriptive de lune des figures, 
correspondra une propriété descriptive de tautre figure. 

On trouvera facilement le nouvel énoncé d'après ce qui précède. Il suffira 
de changer les mois points et droites en droites et points ; degré et classe 
en classe et degré; inscrit et circonscrit en circonscrit et inscrit, etc. 
C'est en cela que consiste le principe de la dualité, que les propriétés réci- 
proques du pôle et de la polaire dans le cercle avaient conduit Gergonne 
à émettre, mais qui n'a été pleinement justifié que par la théorie des polaires 
réciproques de Poncelel. 
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Si l'on modifie l'une des figures, et qu'il en résulte de nouvelles propriétés 
descriptives ; si l'on suppose, par exemple, que l'un des points coïncide avec 
un ou plusieurs autres , qu'il passe à l'infini, qu'il décrive une droite ou une 
courbe, etc., il en résultera de nouvelles propriétés corrélatives i^onv Y^ulre 
figure, ce qui permettra, suivant la piquante expression de Gergonne, de 
faire de la géométrie en partie double. 

Pour bien comprendre tonte l'importance du principe de la dualité, sup- 
posons le théorème de Pascal découvert de nos jours. On en conclurait 
immédiatement le théorème corrélatif de Brianchon, et c'est précisément par 
les propriétés réciproques des pôles et polaires que Brianchon le découvrit 
près de deux siècles après la mort de Pascal. En efl'el, la polaire réciproque 
d'un hexagone inscrit à une conique est un hexagone circonscrit à une co- 
nique, et les côtés opposés du premier deviennent les diagonales qui joignent 
les sommets opposés du second. 

En supposant les deux théorèmes inconnus, la découverte de l'un révé- 
lerait immédiatement l'existence de l'autre. 

Le théorème de Pascal , ayant lieu quelle que soit la longueur des côtés 
de Vhexagone inscrit, subsiste si un ou plusieurs des côlés deviennent nuls, 
ou de sécants deviennent tangents , ce qui donne des théorèmes sur le 
pentagone, le quadrilatère et le triangle inscrits à une conique, qui ont 
pour corrélatifs des théorèmes sur le pentagone, le quadrilatère et le triangle 
circonscrits. 

De même, le théorème de Brianchon reproduit celui de Pascal ; et comme 
il a lieu quels que soient les angles de l'hexagone circonscrit, il subsiste 
en supposant un ou plusieurs des angles égaux à deux droits, ou en rem^ 
plaçant deux côtés consécutifs par une tangente; ce qui reproduit les théo- 
rèmes sur le pentagone, le quadrilatère elle triangle circonscrits ^ et par 
suite les théorèmes sur le pentagone, le quadrilatère et le triangle inscrits. 

Voici le tableau de ces théorèmes corrélatifs. 

Dans tout hexagone inscrit à une Dans tout hexagone circonscrit 
conique j les côlés opposés se cou- à une conique ^ les diagonales qui 
pent en trois points situés sur la joignent les sommets opposés se 
même droite. coupent au même point. 

Si un côté de l'hexagone inscrit est remplacé par une tangente, on a un 
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pentagone inscrit ayant pour sommet le point de contact de la tangente, et 
il en résulte ce double théorème, que Ton retrouverait en supposant que 
l'un des angles de l'hexagone circonscrit fût égal à deux droits : 

Dans tout pentagone inscrit à Dans tout pentagone circonscrit 

une conique y le point de concours à une conique ^ la droite qui joint 

de la tangente par un sommet et du un sommet au point de contact du 

côté opposé et les points de con- côté opposé et les diagonales qui 

cours des autres côtés non consé- joignent les autres sommets non 

cutifs, sont trois points en ligne consécutifs y se coupent au même 

droite. point. 

Si un second côté de l'hexagone devient tangent, on a un quadrilatère 
inscrit et des tangentes par deux des sommets qui peuvent être adjacents 
ou opposés. Donc : 

Dans tout quadrilatère inscrit à Dans tout quadrilatère circon- 

une conique^ si Von mène des tan- scrit à une conique , si l'on prend 

gentes par deux sommets adjacents^ les points de contact de deux côtés 

le point de concours de chacun avec adjacents, et que Von joigne le point 

le côté passant par le point decon- de contact de chaque côté avec le 

tact de Vautre et le point de con- sommet de Vautre côté et les deux 



cours des deux autres côtés ^ sont autres sommets opposés y on aura 

trois points en ligne droite. trois droites se coupant au même 

point. 

Dans tout quadrilatère inscrit Dans tout quadrilatère circon- 

à une conique, les points de con- scrit à une conique^ les deux dia- 

cours des tangentes par les sommets gonales et les droites qui joignent 

opposés et les points de concours les points de contact des côtés op- 

des côtés opposés sont quatre points posés sont quatre droites qui se cou- 

en ligne droite. pent en un même point. 

Enfin , si un troisième côté de l'hexagone devient tangent , on a un 

triangle inscrit et trois tangentes par les sommets. Donc: 

Dans tout triangle inscrit à une Dans tout trianqle circonscrit à 

conique y les points de concours de une conique^ les droites qui joignent 

chaque côté avec la tangente menée le point de contact de chaque côté 
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par le sommet opposé sont trois avec le sommet opposé se coupent 
points en ligne droite. au même point. 

163. La transformation des propriétés métriques s'effectue en vertu de 
ces principes. 

1** L angle de deux droites est égal à celui des rayons du cercle direc- 
teur qui passent par les pôles de ces droites. 

Car ces rayons sont respectivement perpendiculaires à ces droites. 

2o Le rapport des distances de deux points au centre du cercle di-- 
recteur est égal à celui des distances de chacun de ces points à la polaire 
de Vautre. 

Soit Ole centre du cercle directeur, R son rayon, A et B deux points, et 
PA',QB' leurs polaires respectivement perpendiculaires à OA et à OB 
[fig. 46). OA X OA' = R^ = OB X OB', d'où 2| = ^! . Abaissons 

du point A la perpendiculaire AC sur OB, et du point B la perpendiculaire 

BD sur OA. Les triangles OAC, OBO étant semblables, §j^ = ^^ • Donc 

OÇ _ OB: _ OB-.^OG _ CB' _ AM . OA _ AM 

OD ~" OA' ■" OA'— OD ~ DA' "" BJS ' ^^^^ ^"^"^ OB ~ BN ' 
c.q.f.d. Ce théorème est dû nu géomètre anglais Salmon. 

5' Im polaire réciproque d'un cercle quelconque est une conique qui 
a pour foyer le centre du cercle directeur^ et pour directrice la polaire 
du centre du cercle donné par rapport au cercle directeur. 

Soit le centre du cercle directeur, et PQ la polaire du centre C d'un 
autre cercle {fig. 47). Une tangente MT à cet autre cercle a pour pôle un 
point m situé sur la perpendiculaire OT à la tangente MT, et tel que 
Om X OT =. R^ Les deux points C et w ayant pour polaires par rapport 
au cercle directeur les droites PQ et MT, on a par le théorème précédent 

TwT = TTTf , on -^ = ^sT, • Le second membre étant constant, le lieu 

K)\jk L«M mn tiM 

du point m, polaire réciproque du cercle C, e-st une conique qui a pour 
foyer 0, et pour directrice PQ. c.q. f. d. 

Cor. — Des cercles se transforment en coniques de même foyer. 
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Des cercles concentriques se transforment en coniques qui ont le même 
foyer et la même directrice. 

Deux rayons quelconques d'un cercle ayant leurs pôles sur les perpen- 
diculaires par le foyer de la conique qui résulte de la transforma lion du 
cercle, nous retrouvons le principe de Poncelet : 

Toutes les propriétés des angles au centre dans le cercle^ s'étendent 
aux angles qui ont leur sommet au foyer dune conique. 

4** La distance d'un point au centre du cercle directeur, en supposant 
son rayon égal à l'unité, devient l'inverse de la distance de sa polaire à 
ce centre. 

Car A étant le point, et A' celui où sa polaire coupe le rayon dirigé sui- 
vant OA, OA X OA' = R* = 1, d'où OA = q^,. 

5** Les segments d'une droite quelconque se transforment en vertu de ce 
théorème dû à M. Mannheim, professeur à l'École Polytechnique: 

{Transformation des propriétés métriques des figures à l'aide de la 
théorie des polaires réciproqu£S, 1857.) 

Soit ab un segment d'une droite M dont le pôle est m, et A,B les 
polaires de B,h qui se couperont en m {fig. 48). Menons par le centre 
du cercle directeur une droite quelconque D coupant les polaires en 
c, d ; on aura 

^^ — \Ôd ~ Oc) ^ sindOm * 

En effet, projetons le segment ab sur la droite D en c'd'; ce qui donne 
c'd' = ab cos (M,D). Cos (M,D) = sin (M,ac') = sin rfOw, car Om et Od 

sont respectivement perpendiculaires à M et à ac\ Donc ab = ^.^ ^ - ; 

mais la droite bd' passant par b a son pôle sur B. Comme D est perpendi- 
culaire sur hd\ ce pôle est le point d, et Orf' x Orf = 1 . De même la droite 

ac' a pour pôle c, et 0(5 x Oc' = 1 . Donc c'rf'= Od'—0&:= J- _ i^ ; 

et par suite «* = (^ - ^) X ,j^ • (D 

N. B, On donne le même signe aux segments de même direction et des 
signes contraires aux segments de direction contraire. Dans Texpression 



Digitized by 



Google 



— 657 - 

de ab, on commence par llnverse da segment Od terminé à la polaire B de 
l'autre extrémité de ab. Par conséquent on aurait 

** ~ \Ôc " Ôd) sindOm* 
Soit pf une parallèle à D coupant À et B en e et f, 

Od_qm_Oc^ H'nft 1 — f"^ ^ 1 pt 1 — ^"^ ^ l 
p/- ~ pm — pe ♦ """ Od ~" Om '^ p/" ' ** Oc ~~ <3m '^ pe ' 

Par suite, ab = ^^ f 1 - i) x -4" • 00 

Otn \pf pej sin fpm ^ ' 

Si la transversale p/ est perpendiculaire sur Om, sin fpm == 1, et 
Si la transversale est parallèle à A, le point e passe à TinOni, et 

Si la transversale passe par le centre du cercle directeur, Om = pm^ 
et les formules se simpllQenL 

On trouve dans le curieux Mémoire de M. Mannheim dix-huit expressions 
du segment ab qui ne sont que des formes différentes de la formule (II), la 
plus importante, et Ton y voit comment la théorie des polaires réciproques 
conduit à celle des divisions homographiques. 

De la formule (I) résulte ce théorème : 

Étant donné un angle (A,B] et un point dans son plan^ si par ce 
point on mène une transversale D coupant les côUs de t angle en c et d, 
on aura 

f ?7:3 — /r") X -^-Krr- = cûnst. 
\ Od Oc) sin dOm 

Il est facile de le démontrer à priori. Car dans le triangle cdm , on 
cd sin Bmc ^ i * • i rk j ^^ siïi ^Ow ri-.-^« i^ 

triangle mO, ^ = |^-^. Multipliant et réduisant 
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TvTTT X - — :j7t- = consl. , 
Od.Oc sm dOm ' 

qui est la formule à démontrer, à cause de cd = 0c — Od. 

(II) donne cet autre Ihéorème, tout aussi facile à démontrer à priori. 

Trois droites A,B,S se coupant au même point m , si ton mène une 
transversale coupant ces droites ^w e, f, p , on aura 

mp ( — . ) X . r = coDSl. 

60 Transformer la distance d'un point m à une droite A. Soit p le pied de 
la perpendiculaire B abaissée de m sur A {fig. 49). Il s'agit de transformer 
le segment mp. M étant la polaire de m, celle de p passera par le pôle a 
de A , et par le pôle b de la perpendiculaire B. Or ce pôle se trouvera sur 
Ob perpendiculaire à Oa et sur M. Donc ba est la polaire P de f , et oq 

aura pm = ^^ — ^ . Par conséquent, il est inutile de chercher P, et il 

suffit de joindre le centre du cercle directeur au pôle a de la droite A. 
Cette ligne coupera la polaire M de w en (? , et il en résultera pm. 

T Quatre points sitvés sur une droite se transforment en un faisceau 
de quatre droites qui ont même rapport anharmonique. 

Car le faisceau a pour origine le pôle de la droite, et ses rayons sont 
respectivement perpendiculaires a ceux du cercle directeur qui passent par 
les quatre points de la droite. 

Réciproquement : Un faisceau de quatre droites Se transforme en quatre 
points situés sur la polaire de l'origine du faisceau , et qui ont même 
rapport anharmonique. 

Donc : Deux divisions homographiques se transforment en deux fais- 
ceaux homographiques, et réciproquement. 

Deux divisions en involution se transforment en deux faisceaux en 
involulion, et réciproquement. 

La transformation des Ihéoiémes est en outre facilitée par ces remarques. 

étant le centre du cercle directeur, et S, S' doux courbes polaires réci- 
proques, deux points a, A de S ont pour polaires deux tangentes A', B' de 
S', qui sont respectivement perpendiculaires à Oa, Ob. Les points de contact 
a', b' de ces tangentes ont réciproquement pour polaires A, B, tangentes 
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à S en a, 6. La corde C des tangentes A, B a pour pôle le point de concours 
d des tangentes A', B', et réciproquement la corde C des tangentes A',B' 
a pour pôle le point de concours c des tangentes A, B. 

Si S est une conique, la polaire réciproque S' est une autre conique, et 
on a ce théorème : . 

Un point et sa polaire, par rapport à une coniqice, se transforment en 
une droite et en pôle de cette droite, par rapport à la nouvelle conique, 

164. Transformons les théorèmes les plus élémentaires du cercle. 

La tangente au cercle est perpendiculaire au rayon mené au point de 
contact. 

Le pôle de la tangente au cercle est un point d'une conique qui a pour 
foyer le centre du cercle directeur, et pour directrice la polaire du centre 
du cercle donné. Le pôle du rayon perpendiculaire est l'intersection de la 
polaire du centre (direclrice) avec la polaire du point de contact (tangente à 
la conique). Les deux pôles sont vus du foyer sous un angle égal à celui 
de la tangente avec le rayon perpendiculaire. 

Donc : Vn point d^une conique et le point où sa tangente coupe la 
directrice sont vus du foyer sous un angle droit. 

Deux tangentes A et B à un La droite menée du foyer au 
cercle font des angles égaux avec point dé concours de deux tangentes 
la corde de contact C de ces tan- à une conique est la bissectrice de 
gentes. l'angle des rayons lecteurs menés 

aux deux points de contact. 

A et B ont pour pôles les points de contact ayb de deux tangentes à 
une conique qui a pour foyer le centre du cercle directeur. C a pour 
pôle le point de concours c de ces tangentes. Donc l'angle (A,C) == aOc, 
l'angle (B,C) = bOc ; et comme (A,C) = (B,C), l'angle aOc = bOc. 

Lorsque le centre du cercle directeur est sur la circonférence du cercle 
que l'on transforme, la polaire réciproque est une parabole. 

Les cordes d'un cercle vues d'un Le lieu du sommet d'un angle 
point delà circonférence sous le constant circonscrit à une parabole 
même angle, enveloppent un cercle est une conique qui a le même foyer 
concentrique. et la même directrice. 

vm. 79 
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I^es exîrémilés d'une corde ont pour polaires deux tangentes à la para- 
bole perpendiculaires aux côtés de l'angle sous- tendu par la corde , et celte 
corde a pour pôle le point de concours de ces tangentes. 

Les projections d'un point Les perpendiculaires élevées par 



d'une circonférence sur les côtés 
d'un triangle inscrit ABC sont trois 
points en ligne droite, 
(Proposition connue.) 



les sommets d^un triangle circon- 
scrit à une parabole sur les droites 
qui joignent ces sommets au foyer, 
se coupent au même point. 



Le pied D de la perpendiculaire abaissée du point sur le côté AB a 
pour polaire la ligne des pôles de OD et de AB. Le pôle de AB est le point 
de concours c de deux tangentes à la parabole. OD, qui passe par le centre, 
a son pôle à l'inflni sur le rayon perpendiculaire. Comme les deux pôles 
sont vus du foyer sous un angle droit , la polaire de OD est la perpendi- 
culaire élevée par c à la ligne Oc qui joint ce point au foyer. 

Ë étant le point où se coupent les trois perpendiculaires, la circonférence 
qui aurait OE pour diamètre passera par les trois sommets du triangle cir- 
conscrit à la parabole. 

Donc : Les trois sommets iun triangle circonscrit à une parabole sont 
sur une circonférence qui passe par le foyer. 

Par conséquent : Le lieu des foyers de toutes les paraboles tangentes à 
trois droites est une circonférence. 

Le lieu des points par lesquels L enveloppe des cordes dune co- 

on peut mener à wn cercle des tan- nique qui sous-tendent le même 

gentes qui se coupent sous le même angle au foyer est une conique qui 

angle, est un cercle concentrique. a même foyer et même directrice. 

L'enveloppe des cordes de contact Le lieu des points de concours 

de ces tangentes est un autre cercle des tangentes par les extrémités de 



concentrique. 

Si par un même point on mène 
des tangentes à des cercles concen- 
triques ^ les points de contact sont 
sur une circonférence passant par 



ces cordes est une autre conique 
qui a même foyer et même directrice. 
Si par les intersections d'une 
droite avec des coniques de même 
foyer et de même directrice on fnène 
des tangentes à ces courbes, ces 
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le point et par le centre commun tangentes enveloppent une conique 
de ces cercles. de même foger tangente à la droite 

et à la directrice commune. 

165. L'existence d'an théorème sera indiquée par celle du théorème 
corrélatif ; on aura le choix entre la démonstration de Fun ou de Tautre, 
et Ton pourra s'aider en outre de la transformation de la figure. 

Soit, par exemple, le théorème de Desargues et son corrélatif: 

Les six points où une transver- Les six droites menées d'un 
sale coupe les côtés opposés d'un même point aux sommets opposés 
quadrilatère inscrit à une conique dun quadrilatère circonscrit à une 
sont en involution. conique^ et les tangentes par ce 

point à la conique , sont en invo- 
lution. 

Transformons la figure relative au premier théorème, de manière que la 
conique devienne un cercle, et reproduisons ensuite le cercle, de manière 
que la nouvelle transversale soit parallèle à un des côtés du nouveau qua- 
drilatère inscrit. Il suffira de démontrer le théorème pour ce cas particulier. 

Soit le quadrilatère ABCD inscrit à un cercle {fig. 50) et L une trans- 
versale parallèle au côté CD, par exemple. Le côté AB coupe L en 0, et a^a* 
étant les intersections du cercle avec L, on a Oa X Oa' == OA x OB. 
Les deux autres côtés opposés coupent L en b,b\ et les triangles semblables 
OAô, OBi' donnent Ob X Ob' = OA X OB. Donc Oa xOa' == 0* X 0*', 
ce qui prouve Tinvolution des trois couples de points a,<i'; b,b' ; 0,oo ; 
par suite, celle des trois couples de points ou le cercle et les côtés opposés 
d'un quadrilatère inscrit sont coupés par une transversale quelconque, et 
par suite Tinvolution pour le cas où le cercle est remplacé par une conique 
quelconque. 

N. B. Au quadrilatère ABCD, on peut substituer tout autre quadrilatère 
ACBD, par exemple, car Oa X Oa' = OA X OB , et les triangles sem- 
blables Okc\ OBc donnent Oc x Oc' = OA X OB ; donc 

Oa X Oa' =OcX Oc' =0b X Ob'. 

Ainsi : Dans le théorème de Desargues, on peut remplacer deux côtés 
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opposés du quadrilalère par deux dingonales , et par conséquent , dans le 
corrélatif, on peut remplacer les droites menées à deux sommets par celles 
qui seraient menées aux points de concours de deux côtés opposés. 
De ces deux propositions résultent ces conséquences : 

Théorème de Sturm. Les inîer- Les tangentes par un même point 

sections d'une transversale avec des à des coniques inscrites à un fnênie 

coniques circonscrites à un même quadrilatère sont des couples de 

quadrilatère sont des couples de rayons en involution. 
points en involution. 

Si on déforme un quadrilatère Si on déforme un quadrilatère 

inscrit à une conique en faisant circonscrit à une conique en fai- 

tourner trois de ses côtés autour sant glisser trois des sommets sur 

de trois points situés sur la même trois droites se coupant au même 

droite, le quatrième côté tournera point, le quatrième sommet glissera 

autour d'un point de la même droite, sur une droite passant par le même 

point. 

En supposant nul un des côtés du quadrilatère inscrit : 

Une transversale coupe une co- Les tangentes par un point à une 

nique, deux côtés d'un triangle ins' conique, les droites menées de ce 

crit^ le troisième côté du triangle point à deux sommets d'un triangle 

et la tangente par le sommet op- circonscrit, au troisième sommet et 



ou point de contact du côté opposé , 
sont en involution. 

Circonscrire à une conique un 
triangle dont les trois sommets 
par trois points donnés sur une soient situés sur trois droites qid 



posé, en six points en involution. 

Inscrire à une conique un tri- 
angle dont les trois côtés passent 



droite. 

On inscrira un quadrilatère dont 
trois sommets passent par les points 
donnés , et si du point où le qua- 
trième côté coupe la droite on mène 
des tangentes à la conique, les points 
de contact de ces tangentes seront les 



se coupent au même point. 

On circonscrira un quadrilatère 
dont trois sommets soient sur les 
droites données , et si Ton joint le 
quatrième sommet au point où se 
coupent les droites, on aura une 
droite qui donnera sur la conique les 
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sommets de deux triangles inscrits 
qui satisferont à la question. 

Construire une conique : 
lo Passant par cinq points. 

Quatre de ces points sont les som- 
mits d'nn quadrilatère inscrit aftcrf. 
Menons une transversale par le cin- 
quième point e. Elle coupera les côtés 
opposés du quadrilatère en deux 
couples de points qui déterminent 
une involution. Le conjugué du point 
e sera un nouveau point de la co- 
nique. 

Construire la tangente en chacun 
de ces points. 

Soit à construire la tangente au 
point a, par exemple. Le triangle in- 
scrit abc peut être considéré comme 
un quadrilatère dont la tangente en 
a représenterait le côté devenu nul. 
La transversale de passant par les 
deux autres points coupe les côtés 
opposés ah, ac en deux points qui 
déterminent une involution avec rfet 
e. Le conjugué du point où la trans- 
versale coupe le côté bc, sera un se- 
cond point de la tangente en a. 

3"* Passant par quatre points et 
touchant une droite. 

Les quatre points sont les sommets 
d'un quadrilatère inscrit. La droite 



points de contact des côtés de deux 
triangles circonscrits qui satisferont 
à la question. 

2** Tangente à cinq droites. 

Quatre des tangentes sont les côtés 
d'un quadrilatère circonscrit ABCD, 
Prenons un point m sur la cinquième 
tangente. r,es deux couples de droites 
mA, mC; wA, wB, menées aux som- 
mets opposés du quadrilatère, déter- 
minent une involution. Le rayon con- 
jugué de la cinquième tangente sera 
une nouvelle tangente de la conique. 

Trouver le point de contact de 
chacune des tangentes. 

Soit à trouver le point de contact 
de la tangente AB. Le triangle cir- 
conscrit ABC peut être considéré 
comme un quadrilatère dont le côté 
AB représenterait deux tangentes qui 
coïncident, m étant le point où se 
coupent les deux autres tangentes, les 
rayons mA, wB menés à deux som- 
mets opposés déterminent une invo- 
lution avec ces tangentes. Le rayon 
conjugué de wC coupe la tangente 
AB au point de contact. 

40 Touchant quatre droites et 
passant par un point. 

Les quatre tangentes sont les côtés 
d'un quadrilatère circonscrit. Le point 
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coupe les côtés opposés en deux cou- 
ples de points qui déterminent une 
involution dont le point de contact 
de la droite avec la conique serait un 
point double. Comme il existe deux 
points doubles, le problème a deux 
solutions , et se ramène au premier 
cas. 

5* Passant par trois points a, b, c, 
et touchant deux droites T, T'. 

Le problème consiste à trouver 
les points de contact d, e des deux 
droites, ce qui ramènera ce cas an 
premier. 

Les deux tangentes T, T' peuvent 
être considérées comme les côtés de- 
venus nuls d'un quadrilatère inscrit 
dont les autres côtés coïncideraient 
avec la corde de contact inconnue de. 

La transversale ab passant par 
deux des trois points , coupe T, T' 
en deux points qui déterminent avec 
a et A une involution dont Tintersec- 
tion de la transversale avec la corde 
de contact serait un point double. 
De même on aura une involution sur 
la transversale bc^ et chaque involu- 
tion ayant deux points doubles, il en 
résulte quatre droites dont chacune 
donnera une solution, car elle dé- 
termine les points de contact doXe 
deT,r. 

iV. B. La troisième transversale 



joint aux sommets opposés donne 
deux couples de droites qui déter- 
minent une involution dont la tan- 
gente par le point à la conique serait 
un rayon double. Comme il existe 
deux rayons doubles, le problème a 
deux solutions , et se ramène au se- 
cond cas. 

6' Touchant trois droites T,T,T\ 
et passant par deux points a, b. 

Le problème consiste à trouver 
les tangentes par les deux points a, 
bj ou leur intersection m, ce qui ra- 
mènera ce cas au second. 

Les deux points a, b peuvent être 
considérés comme les sommets d'un 
quadrilatère circonscrit dont les tan- 
gentes en a et 6 représenteraient 
chacune deux côtés qui coïncident. 

Soit ABC le triangle formé par les 
trois droites T, T', T". Les tangentes 
AB , AC déterminent avec ka et Bb 
une involution dont Am est un rayon 
double. De même les tangentes BA, 
BC déterminent avec Ba et B6 une 
involution dont Bm est un rayon dou- 
ble, et le point m résulte de l'inter- 
section de deux rayons doubles. 

Chaque involution ayant deux 
rayons doubles, il en résulte quatre 
points dont chacun donnera une 
solution. 

N. B. L'involution que dètermi- 



Digitized by 



Google 



- 625 ~ 
ac donoerail deux autres points dou- nent les tangentes CA, CB avec Ca et 



blés, doù semblent résulter quatre 
solutions nouvelles ; mais les points 
doubles, étant conjugués harmoni- 
ques sur chacun des côtés du triangle 
abcy sont situés trois à trois sur les 
mêmes quatre droites. 



Cb donnerait deux autres rayons dou- 
bles, d'où semblent résulter quatre 
solutions nouvelles; mais les rayons 
doubles, étantconjugués harmoniques 
par rapport aux côtés de chaque 
angle du triangle ABC , se coupent 



trois à trois aux quatre mêmes points. 

Enfin, voici comment M. Chasles a déduit du théorème de Desargues 
et du corrélatif ceux de Pascal et de Brianchon. 

Soit l'hexagone ABCDEF inscrit à Soit l'hexagone ABCDEF circon- 
une conique {/ig. 22). scrit à une conique (flg. 51). 



La diagonale AD est un côté com- 
mun aux deux quadrilatères inscrits 
ABCD, ADEF. Les deux côlés AB, 
BC du premier rencontrent les côlés 
DE,EF du second en deux points I,K, 
et la ligne IK rencontre au même 
point les côtés qui coïncident suivant 
AD. Donc les quadrilatères ayant 
trois côlés qui se coupent en trois 
points situés sur la droite IK, les 
deux autres côlés CD, AF se coupe- 
ront aussi sur celte droite. Ainsi, les 
côlés opposés AB, DE ; BC, EF ; CD, 
AF de l'hexagone inscrit se coupent 
en trois points silués sur la même 
droite IK, ce qui est le théorème de 



I^ point de concours de deux 
côlés opposés AB,DE est un sommet 
commun aux deux quadrilatères cir- 
conscrits OAFE, OBCD. Les diago- 
nales AD,BEse coupent en I, et, en 
joignant ce point au point 0, les deux 
quadrilalères ont trois sommets si- 
tués sur trois droiles qui se coupent 
au même point I. Donc les deux au- 
tres sommets C et F sont sur une 
droite qui passe par le point ]. Ainsi 
les diagonales AD, BE, CF, qui joi- 
gnent les sommets opposés de l'hexa- 
gone circonscrit, se coupent toutes 
les trois en un même point, ce qui 
est le théorème de Brianchon. 



Pascal. 

On trouvera un nouvel exemple du principe de la dualité dans les deux 
paragraphes qui suivent, et qui pourraient se réduire à un seul, en plaçant 
en regard les propositions corrélatives dont on verra que les démonstrations 
sont aussi corrélatives. 
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§ XVII. Propriété fondamentale relative aux points d'une conique. 

166. Lemme. — Le rapport anharmonique du faisceau quel' on obtient 
en joignant quatre points fixes d'une conique à tout autre point de la 
courbe, reste constant. 

Évident pour le cercle; car lorsque le cinquième point se déplace sur la 
circonférence, les angles du faisceau sont mesurés par les moitiés des 
mêmes arcs, ou par les moitiés des arcs qui complètent la circonférence. 
Donc le lemme est vrai pour une conique quelconque. 

M. Chasles appelle ce rapport constant , rapport anharmonique des 
quatre points de la conique. 

167. Deux droites qui tournant autour de deux points d'une conique^ 
et qui se coupent sur la courbe, sont des rayons correspondants de deux 
faisceaux homographiques. 

En effet , quatre couples de rayons correspondants auront , tfaprès le 
lemme, même rapport anharmonique. 

168. Réciproquement : Le lieu des points d'intersection des rayons 
homologues de deux faisceaux homographiques est une conique qui 
passe par les centres des deux faisceaux. 

Car si la conique déterminée par les deux centres et les points d'inler- 
section de trois couples de rayons correspondants ne passait pas par les 
intersections des autres couples, enjoignant le centre de Tun des faisceaux 
aux intersections des rayons de l'autre avec la conique, on aurait deux fais- 
ceaux homographiques de même centre. Trois rayons de Tun coïncideraient 
avec trois rayons correspondants de l'autre, et tous les autres rayons ne 
coïncideraient pas, ce qui est impossible. 

D'ailleurs, les deux faisceaux donneraient sur une transversale quelconque 
deux divisions homographiques dont les points doubles seraient les inter- 
sections de la transversale avec le lieu; et comme il n'existe que deux points 
doubles, le lieu est une courbe du second degré ou une conique. 

Ou bien : Soient P,P' {/ig. 52) les centres de deux faisceaux homogra- 
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phiques, et PQ le rayon du premier qui correspond à la ligne des centres 
considérée comme rayon P'P du second. Décrivons un cercle tangent en P 
à PQ, et soit tt le point où ce cercle coupe la ligne des centres, a étant 
Finterseclion de deux rayons homologues, et a le point où le rayon Va coupe 
le cercle, joignons Tra. P et tt seront les centres des deux faisceaux bomo- 
graphiques dont les rayons se coupent sur le cercle, la tangente PQ étant 
le rayon du premier qui correspond à la ligne des centres ttP considérée 
comme rayon du second. Donc tt et P' sont les centres de deux faisceaux 
bomographiques ayant pour rayon commun la ligne des centres ; par con- 
séquent, tous les autres rayons correspondants, tels que ?:«, P'a, se coupent 
sur une même droite MN. 

Du point a abaissons une perpendiculaire ab sur cette droite, et joignons 
bûc. Le triangle variable aba, ayant les sommets sur trois droites qui concou- 
rent au même point M, aura les côtés qui tourneront autour de trois points 
situés en ligne droite; et comme ab est perpendiculaire à MN, les deux 
points P et 0, autour desquels tourneront les côtés ba et aa, seront sur une 
droite perpendiculaire à MN. 

Prenons le point P pour un point de concours, le point pour origine 
et la droite MN pour parallèle. Le point a du cercle se transformera en a, 
et le lieu du point a sera une conique transformée du cercle que décrit le 
point a. Elle passera par les centres P, P' des deux faisceaux, car P reste 
invariable, et ir se transforme en P'. 

La conique aura la tangente en P commune avec le cercle, et la tangente 
en P' sera la transformée de la tangente en n au cercle ; par conséquent 
elle correspondra à la ligne des centres considérée comme rayon PF de 
l'autre faisceau. 

N. B. On aura une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant que 
Taxe des y ou la parallèle par le point à la droite MN sera extérieure au 
cercle, sécante ou tangente. 

169. Construire une conique passant par cinq points. — Les droites qui 
joignent deux de ces points à chacun des trois autres sont trois couples de 
rayons correspondants de deux faisceaux bomographiques. On se donnera 
vni- 80 
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an nouveau rayon de Tun des faisceaux, et son intersection avec le rayon 
correspondant de Fautre fera connaître uii nouveau point de la courbe. 

Trouver la tangente en chacun des cinq points. — Soient P, P' deux 
des cinq points que Ton peut prendre pour centres des deux faisceaux. 
Les tangentes en P et P' seront les rayons homologues à P'P et à PP' 
considérés comme rayons de l'autre faisceau. 

Trouver les intersections de la conique avec une droite. — Les 
faisceaux homographiques ayant pour centres deux des cinq points P, P' 
donneront sur la droite trois couples de points correspondants de deux 
divisions homographiques, au moyen desquels on construira les deux 
points doubles qui seront les intersections de la courbe non tracée avec la 
droite. 

Si les points doubles coïncident, la droite est tangente à la conique, et on 
a son point de contact. 

Si les points doubles n'existent pas, la droite est extérieure à la courbe. 
On dit alors que les intersections avec la conique sont imaginaires. 

Construction des asymptotes. — Pour que la courbe ait des points à 
l'infini, il faut que les faisceaux homographiques aient des rayons corres- 
pondants parallèles. On trouvera les directions de ces rayons en menant 
par le point P des parallèles à P'a. P^d, Vc. Elles détermineront, avec Pa, 
?b, ?Cy deux faisceaux homographiques de même centre , et les rayons 
doubles passeront par les points de la courbe situés à l'infini. Si ces rayons 
existent, la courbe est une hyperbole ; s'ils coïncident , la courbe est une 
parabole ; s'ils n'existent pas, la courbe est use ellipse. 

Si les rayons existent, menons par les trois points a^b.c des parallèles à 
ces rayons. Elles détermineront deux faisceaux homographiques ayant 
leurs centres à l'infini. Ces parallèles donneront sur une transversale L trois 
couples de points «, a' ; |3, jS' ; y, y de deux divisions homographiques, 
au moyen desquels on trouvera les points I et J' qui correspondent à l'in- 
fini. Les parallèles par ces points aux rayons doubles seront les asymptotes 
de la courbe. 

170. Théorème de Pâpus. — Quand un quadrilatère ABCD {/Ig. 53) est 
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inscrit à une conique , le produit des distances de chaque point de la 
courbe à deux côtés opposés est au produit des distances du même point 
aux deux autres côtés opposés dans unejraison constante. 

Soit m un point quelconqae de la conique. En joignant deox sommets 
opposés A et C aux trois autres points m,B,\), on a trois couples de rayons 
homologues de deux faisceaux homograpbiques. Donc 

Sin mAB ' ^ sin mCB 
Sin mAD sin mCD' 

Le premier membre est égal au rapport des perpendiculaires py q abaissées 
de m sur les côtés AB, AD; et le second, au rapport des perpendiculaires 
p\q^ sur les autres côtés BC, CD ; par conséquent 

^='k^,,(ïo\xpp'=lqq',c.q.f.d. 

En décomposant un hexagone inscrit en deux quadrilatères ayant pour 
côté cx)mmcm la diagonale joignant deux sommets opposés , on verra que 
le produit des distances dun point de la conique aux côtés de rang pair 
d!un hexagone inscrit est au produit des distances aux côtés de rang im- 
pair dans une raison constante. 

On étendra le théorème à un polygone d'un nombre pair de côtés en 
démontrant de même que s'il a lieu pour un polygone de im côtés, il 
aura lieu. pour un polygone de deux côtés de plus. 

Si Ton suppose tous les côtés de rang impair tangents à la conique: 

Un polygone âun nombre quelconque de côtés étant inscrit à une 
conique^ le produit des dislances d^un point de la courbe aux côtés est 
au produit des distances du même point aux tangentes à la conique ^ 
par les sommets^ dans une raison constante. 

171. Théorème de Desargues. — Une transversale coupe une conique et 
lês côtés opposés d*un quadrilatère inscrit en six points en involutian. 

Soit le quadrilatère inscrit ABGD. Deux sommets opposés A,G sont les 
centres de deux faisceaux homograpbiques qui donnent sur une transversale 
quelconque L deux faisceaux homograpbiques dont les points doubles ^ et / 
sont les intersections de la transversale avec la conique, a^ b et b\ a' sont 
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deax couples de points homologues ; donc les points doubles e^Xf sont en 
involution avec les intersections a, a' et b^ V de la transversale et des côtés 
opposés. 

Le théorème s'applique évidemment aux deux diagonales et à un couple 
de côtés opposés qui forment un quadrilatère inscrit. 

172. Si les trois côtés d'un triangle aa'm {fig. 54) pivotent sur trois 
points fixes r, p, p', et que deux des sommets a, a' glissent sur deux 
droites fixes L, V, le troisième sommet m décrit une conique. 

Car le côté aa\ en tournant autour du point r, donne deux divisions 
homographiques sur les deux droites L, V. Donc pa et p'a' sont des rayons 
homologues de deux faisceaux homographiques, et leur intersection m décrit 
une conique. 

N. B. La conique passe par les centres p, p' des deux faisceaux ; par 
l'intersection S des deux droites ; par les points 6 et c où pr et p'r cou- 
pent L et V. Par conséquent, elle passe par les cinq points p,p\ S, b^ c, 
au moyen desquels on peut la construire, car Se, Sb déterminent les droites 
L, L\ et pbjp'c déterminent le point r. 

On a donc un hexagone pmp'cSbp inscrit à la conique, et les points de 
concours a, r, a' des côtés opposés sont en ligne droite ; d'où résulte le 
théorème de Pascal. 

En général : Si tous les côtés d'un polygone tournent autour de tout 
autant de points fixes, et si tous les sommets, moins un, q lissent sur tout 
autant de droites fixes , le dernier sommet décrira une conique qui 
passera par les deux points fixes autour desquels tournent les côtés 
adjacents. 

Car deux côtés consécutifs tournant autour de deux points , et leur 
intersection glissant sur une droite, décrivent deux faisceaux homographi- 
ques. Le côté suivant décrit un faisceau homographique à celui que décrit 
le second, et par suite à celui que décrit le premier, et ainsi de suite. Donc 
le dernier sommet est Tintersection de deux rayons correspondants de 
deux faisceaux homographiques , et le lieu de ce sommet est une conique 
passant par les centres de ces faisceaux, ou par les points autour desquels 
tournent les côtés adjacents. 
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N. B. Le point d'intersection de deux côtés quelconques décrit une 
conique passant par les points autour desquels tournent ces côtés ; car ces 
côtés décrivent aussi des faisceaux homographiques. 

Les points fixes sont les sommets d'un polygone d'un même nombre de 
côtés auquel le polygone donné est circonscrit. Donc : 

Si Von circonscrit à un polygone un polygone d'un même nombre de 
côtés dont tous les sommets, moins un, glissent sur aviant de droites 
fi(ces, le dernier sommet décrira une conique. 

On verra facilement comment le théorème se modifie lorsque tous les 
points autour desquels tournent les côtés sont situés sur une même droite. 

§ XVIII. Propriété fondamentale relative aux tangentes d'une conique. 

173. Le rapport anharmonique des intersections de quatre tangentes 
à une conique avec toute autre tangente de la courbe reste constant. 

Évident pour le cercle , car le faisceau que l'on obtient en joignant le 
centre aux points où les quatre tangentes sont coupées par une cinquième 
a ses rayons respectivement perpendiculaires à ceux du faisceau que Ton 
obtiendrait en joignant le point de contact de la cinquième tangente aux 
points de contact des quatre tangentes fixes. Donc le rapport anharmonique 
du premier faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre points de 
contact des tangentes fixes, et nous avons vu que ce rapport est constant. 

M. Chasles appelle ce rapport : Rapport anharmonique des quatre tan- 
gentes delà conique. 

174. Une tangente mobile d'une conique coupe deux tangentes fixes en 
deux points correspondants de deux divisions homographiques. 

Car la tangente mobile, dans quatre de ces positions donne sur chacune 
des tangentes fixes quatre points dont le rapport anharmonique est égal, 
d'après le lemme. 

175. Réciproquement : La courbe enveloppe des droites qui joignent les 
points correspondants de deux divisions homographiques est une conique 
tangente aux deux droites sur lesquelles sont ces divisions. 
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Car si la conique tangente aux deux droites et à trois des droites qui 
joignent des points homologues n'était pas tangente aux droites qui joigueot 
les autres points tiomologues, en menant des tangentes par les points de 
division de Tune des droites données on aurait sur Fautre droite deux 
séries bomograpbiques ; trois points de l'une coiudderaient avec les trois 
points correspondants de l'autre» et tous les autres points correspondants ne 
coïncideraient pas, ce qui est impossible. 

D'ailleurs, les rayons menés d'un point fi à des points homologues des 
deux divisions donneront deux faisceaux homograpbiqnes de même centre, 
dont les rayons doubles seront les tangentes» au lieu, par le centre p ; et 
comme il n'existe que deux rayons doubles, le lieu est une courbe de la 
seconde classe, ou une conique. 

Ou bien : Soient L, 1/ deux droites divisées bomographiquement, et a, a' 
dms< points correspondants des deux divisions» Le point S' d'intersection 
des deux droites {fig. 55) considéré comme point de.L' correspond à un 
point S de L. Décrivons un cercle tangent en S à L, et menons à ce cercle 
une seconde tangente SX". La tangente au cercle par le poiJoA a coupera S'V 
en a. Abaissons la perpendiculaire a'b sur SX, et joignons ba. Le triangle 
variable a^bcc ayant les sommets sur trois droites qui concourent en S\ les 
côtés tourneront autour de trois points situés en ligne droite; et comme a'b 
est perpendiculaire à SX» les points E et autour desquels tourneront les 
côtés a'a et ba seronit sur une droite perpendiculaire à SX. 

Prenons le point E pour ppint. de concours» le point pour origine» et 
SX pour parallèle. Le point a se transformera en a', et la tangente oa du 
cercle deviendra une tangente aa' à la transformée du cercle, qui est une 
conique. 

La conique sera tangente à SX comme le cercle, et à SX', tranrfoijmée de 
la tangente SX'' du cercle* 

N. B. On aura une ellipse» une hyperbole ou une parabole, suivant que 
Taxe des y ou la parallèle par le point à la droite SX sera extérieure 
au cercle, sécante ou tangente. 

17&. CûMtruireme cofUque tangente à» ci$ui rfmfâ$*«*f^Dei]gLdes cinq 
droites sont coupées par les trois autres en trois^ couples de)poHit8 qui dèter- 
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minent deux divisions homographiqoes. On se donnera un nouveau point 
de Tune des divisions, et, en le joignant au point correspondant de l'autre, 
on obtiendra une nouvelle tangente à la conique. 

Tromer le$ points de contact wr ces droites. — Soient A et B deux des 
cinq droites sur lesquelles on a formé les divisions bomograpbiques, et M le 
point où elles se coupent. Le point correspondant à M, considéré successive- 
méat comme appartenant à chacune des deux divisions, fera connaître les 
deux points de contact sur A et sur B. 

N. B. On pourra chercher les cinq points de contact et construire la 
conique au moyen de ces points. 

Tangentes à la conique par un point p. — a^a'\ ô, V\ c, c' étant les 
trois couples de points où deux des tangentes sont coupées par les trois 
autres, pa.pa'; pb^pb'; pc^pc' seront trois couples de rayons correspon- 
dants de deux faisceaux homographiques> et les rayons doubles seront les 
tangentes à la conique par le point p. 

S'il existe deux rayons doubles , on aura deux tangentes , et le point p 
sera extérieur à la conique. 

Si les rayons doubles coïncident, on n'aura qu'une tangente, et le point 
p sera sur la courbe. 

S'il n'existe pas de rayons doubles, le point p sera intérieur à la courbe, 
et on dit alors que les tangentes sont imaginaires. 

177. Qmnd un quadrilatère ABCD {fig. 56) est circonscrit à une co- 
nique, le produit des distances d'une tangente quelconque mm' à deux 
sommets opposés est au produit des distances de la même tangente aux 
autres sommets opposés dans une raison constante. 

Car les tangentes AB, CD sont coupées par les trois autres en trois couples 

de points homologues iw, m' ; A, D ; B, C de deux divisions hômographiques. 

Donc 

km Dm' 

Bm ^ ^ Cm' ' 
^^*^ ES = I ^* cS^ ^ V' P^' ^^ûséquent 

J-. — X J-„ ou pp'=lqq' , c. q. f. d. 



Digitized by 



Google 



— 634 .- 

Ce théorème, corrélatif de celui de Papus, se généralise et donne les sui- 
vants : 

Quand un polygone d'un nombre pair de côtés est inscrit à une co- 
niqucy le produit des distances d'une tangente quelconque aux sommets 
de rang pair est au produit des distances aux sommets de rang impair 
dans une raison constante. 

Pour un polygone d'un nombre quelconque de côtés , le produit des 
distances de chaqu^e tangente aux sommets et le produit des distances 
de la même tangente aux points de contact des côtés sont dans une rai- 
son constante. 

178. Théorème corrélatif de celui de Desargues. — Qtuind un qucuiri- 
latère est circonscrit à une conique ^ les droites menées d'un point quel- 
conque à ses sommets opposés et les tangentes par ce point à la courbe 
sont en involution. 

Soit ÂBCD le quadrilatère circonscrit. Les tangentes à la conique dooneni 
des divisions bomographiques sur deux côtés opposés AB, CD. Les droites 
qui joignent un point quelconque P aux points correspondants des deux 
divisions, comme PA, PD ; PB, PC, sont des rayons correspondants de deux 
faisceaux bomographiques, et les tangentes PE, PF à la conique sont évi- 
demment des rayons doubles. Donc les rayons doubles PE, PF sont en in- 
volution avec PA, PC et PB, PD. 

179. Si les trois sommets d'un triangle aa'm glissent sur trois droites 
L, L', V\ et que deux côtés pivotent autour de deux points fixes p, p', le 
troisième côté aa' enveloppera une conique {fig.^1). 

Soit m un sommet du triangle dans une de ses positions; mp et mp' 
donneront, sur L et L\ les deux autres sommets a, a'; et ces points étant des 
points correspondants de deux divisions bomographiques, il en résulte la 
proposition énoncée. 

N. B. La conique est aussi tangente à ;?p'^ car cette droite passe par des 
points correspondants des deux divisions bomographiques, lorsque le sommet 
m, en glissant, vient sur celte droite, d et o étant les intersections de V 
avec L et L', lorsque le point m glissera en 6 ou en c, p'b et pc seront 
aussi des tangentes à la conique. 
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Les six tangentes L, L\ pp\ p'b, pc, aa' sont les côtés d'un hexagone 
aa'cpp'ba circonscrit à la conique, dont les diagonales ap, a'p\ bc qui joi- 
gnent les sommets opposés se coupent au môme point m, d'où résulte le 
théorème de Brianchon. 

Généralement : Si tous les sommets d'un polygone glissent sur tout 
autant de droites fixes et que tous ks côtés, moins un, pivotent sur tout 
autant de points fixes, le côté libre enveloppera une conique tangente 
aux deux droites sur lesquelles glissent les extrémités de ce côté. 

Car tous les sommets du polygone divisent homographiquement les côtés 
sur lesquels ils glissent, d'où résulte le théorème, et on voit de plus que la 
diagonale qui joint deux sommets quelconques enveloppe une conique 
tangente aux deux droites sur lesquelles glissent les extrémités de cette 
diagonale. 



vm. 81 
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NOTE SUR L'HOMOGRAPHIE. 



M. Chasles a résumé rhomograpbie dans ce principe : 

Lorsque en traitant une question de Géométrie où n'entrent pas de trans- 
cendantes (fonctions de courbes), on est conduit à considérer deux séries 
de points sur deux droites distinctes, ou sur la même droite, s'il arrim 
qu'à un point de la première série ne corresponde qu'un seul point de la 
seconde, et réciproquement, on peut en conclure, sans plus de recherches, 
que les deux séries sont homographiques. 

Prenons les deux droites pour axes, et soient h, h' les distances de deux 
points correspondants quelconques, m^m' à l'origine. Puisqu'on exclut 
les transcendantes, et qu'à une valeur de h ne doit correspondre qu'une 
seule valeur de h\ et réciproquement, il devra exister entre h et h' une 
relation qui sera algébrique et nécessairement de la forme 

hh' + AA + BA' + C = (1). 

Il faudra se donner trois couples de valeurs de h, h' pour déterminer les 
constantes A> B, G; et, la relation (i) n'ayant alors rien d'arbitraire, on va 
voir qu'il en résulte deux divisions telles que le rapport anbarmonique de 
quatre points de l'une soit égal à celui des quatre points correspondants de 
l'autre. 

En effet, r, r', r" étant les valeurs de h qui donnent les points a, *, c, et 
p, p', p" celles de A' qui donnent les points correspondants a\ h\ c\ 

y _ B/i^ + G ^_ Bp + G 

^— /l' + A ' ^— — Tqrr 

(AB-AG)(^-/0 (AB-AG)y^y) 

f^-r— (;,. + A)0> + A) ^* ii-T — (/,' + A)(p' + A) 

^ — ^ — ^~^ s^ />' + A am _ (iw^ p' + A 

h — r' — K — p' ^ P + Pl "" TJh — b'm' ^J^ÇT 
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demôme J^ = ?4^, X £^ : donc J-J ! f^ = ^: g. 

bc à c p + A om * oc Dm • oc 

La démonstration s'applique évidemment au cas ou les divisions sont 
formées sur la même droite, A, h' étant les distances de deux points corres- 
pondants my m' à un même point de la droite pris pour origine. 

N. B. La relation plus simple â + AA' + B = 0. donnerait des divi* 
sions proportionnelles. On aurait r + Ap + B = 0, r' + Ap' + B = 0^ 

h — r h — p bm bm 

Lorsque les divisions homograpbiques sont formées sur une même droite, 
il existe deux points doubles réels ou imaginaires, dont les distances à l'ori- 
gine sont les racines de Téquation du second degré 

x^ + {k + B)x + C = 

que Ton obtient eu faisant h = h^ = x dans (1). 
Le milieu des deux points doubles est un point toujours réel, pour lequet 

a: = — i(A + B). 

A = 00 donne A' = — A, qui détermine le point J'. 
A' = 00 donne A = — B, qui détermine le point L 

Donc : Le milieu des deux points doubles est aussi le milieu des deux 
points I et ï. 

0' étant le point correspondant à et ^ désignant un des points doubles, 
on trouvera facilement 

Oel'=00'xOr. 

Ainsi : Les points doubles n'existent que si les points 0' et J' sont situés 
d'un même côté du point 0, et leur distance à ce point est la longueur de la 
tangente au cercle décrit sur O'J' comme diamètre. 

Le principe de M. Chasles s'étend à deux faisceaux de droites issues 
de deux points différents ou d'un même point, et tels qu'à une droite de 
Fun ne correspond quune seule droite de Fautre^ et réciproquement. 

Car en prenant deux axes tels que chacun coupe les rayons de l'un des 
faisceaux et passe par le centre de l'autre, on aurait sur ces deux droites des 
divisions homograpbiques, puisque à un point de l'une des divisions ne 
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correspondrait qa'uD seul point de l'autre, et réciproquement. Si les faisceaux 
avaient même centre, ils détermineraient deux divisions homographiqaes 
sur une transversale quelconque. 

Applications. — Les tangentes d'une conique donnent des divisions 
homographiques sur deux tangentes fixes. Car à un point de l'une des 
divisions ne correspond qu'an seul point de Tautre, et réciproquement. 

Il en résulte le lemme du § XVIII. 

Réciproquement : La ligne qui joint deux points correspondants de 
deux divisions homographiques sur deux droites enveloppe une conique 
tangente à ces droites. 

L'équation de In ligne mm' est 

X ^ h' ^' 

ou, à cause de la relation (1) 

(y + A)A» + (B — Aaî + C) A + C = , 

l'enveloppe s'obtient, comme l'on sait, en éliminant h entre cette équation 
et la dérivée par rapport à A, d'où résulte la conique 

JiY + 2CC — AB)aîy + AV — 2BCy + 2ACa? + ^ = 

dont la discussion est facile. 

Les droites qui joignent deux points fises d'une conique à tout autre 
point de la courbe sont des couples de rayons correspondants de deux 
faisceaux homographiques. 

Car à un rayon de l'un des faisceaux ne correspond qu'un seul rayon de 
l'autre, et réciproquement. 

Il en résulte le lemme du § XVII. 

Réciproquement : Le lieu des points d'intersection des rayons corres- 
pondants de deux faisceaux homographiques est une conique qui passe 
par les centres de ces faisceaux. 

h, K étant les dislances des centres à l'origine, les équations de deux 
rayons homologues sont 
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L'élimination de A, h' au moyen de la relation (1) donne la conique 



dont la discussion est facile. 

Involution. — Lorsqu'on a deux divisions homographiques sur la même 
droite, et que A = B, les points l et J' coïncident, et la relation (i) devient 

M' + A(A + A') + C = (2) 

symétrique par rapport à A et à A'. Donc on peut intervertir entre eux les 
points correspondants, et les divisions sont en involution. 

Pour que l'involution ait lieu, il suffit qu*<m puisse intervertir deux 
points correspondants . 

Car a, a étant les valeurs de A, h' qui déterminent les points a, a\ si Ton 
peut intervertir ces points on aura 

aa' + A« + Ba' + C = 0, et « a + A«' + Ba + C = , 

d'où (A — B) (a — a) = ; et comme, a diffère de «', il faudra que A = B 
ou que (1) prenne la forme (2). 
Les points doubles de l'involution sont donnés par 

X* + iAx + C = 0. 

Leur milieu est un point toujours réel â? = ^^ A, qui coïncide avec I et ]\ 
En le prenant pour origine, (2) devient 

AA'=±A* 
facile à discuter. 

Deux faisceaux homographiques de même centre sont en involution 
si l'on peut intervertir deux rayons correspondants. 

Car on aurait sur une transversale quelconque deux divisions homogra- 
phiques dont on pourrait intervertir deux points correspondants. 

Applications. — Des coniques circonscrites à un même quadrilatère 
donnent des divisions en involution sur une transversale quelconque. 
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Car chaqae point de la transversale détermine avec les quatre sommets da 
quadrilatère une conique circonscrite, et par suite deux points corres- 
pondants m^ m* de deux divisions homographiques sur la transversale ; 
mais, comme la même conique résulte, soit du point m, soit du point m\ 
ces deux points peuvent s'intervertir, et il y a involution. 

Les tangentes par un même point à des coniques inscrites à un même 
quadrilatère sont des couples de rayons correspondants de deux faisceaux 
en involution. 

Car chaque droite menée par un point P détermine avec les quatre 
côtés du quadrilatère une conique inscrite, et par suile deux tangentes 
Pm, Pm' à cette conique, qui sont des rayons correspondants de deux fais- 
ceaux homographiques. Mais, comme la même conique résulte, soit de la 
droite Pw, soit de la droite ?m\ ces deux droites peuvent s'intervertir, 
et il y a involution. 



Pag. 521, ligne 9, au lieu de flg. 1, lisez fig. 7. 

— 575 — 9 '- fig. 32 — fig. 33. 

— 591 — 6 — fixe — prise. 

— 597 — 9 — flg. 42 — flg. 41. 
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OBSERVATIONS MÉTÉOROLOGIQUES 

FAITES A LA CITADELLE DE MONTPELLIER 

Pendant l'Année 1875. 



Ces Observations ont été instituées sous le patronage de M. Glizes, Commandant 
de l'Ecole régimentaire du Génie, et de M. Coville, Capitaine du Génie. Elles sont 
faites par MM. les Sous-Officiers du Génie avec exactitude et régularité. Les instru- 
ments ont été préalablement étudiés avec soin dans mon cabinet, et j'en ai déter- 
miné les corrections. 

Les thermomètres maxima et minima, le psychromètre et l'évaporomètre, sont 
exposés au Nord, sous un abri en bois analogue à celui de l'Observatoire de Mont- 
souris , formé de deux planches de un mètre carré chacune, inclinées sous un angle 
de 30"" et fixées parallèlement à une distance de 20 centimètres. Des écrans latéraux 
en toile les préservent du rayonnement du soleil levant et couchant, pendant la 
période comprise entre les éguinoxes du Printemps et de TAutomne. Le tout est 
solidement assujéti sur des poteaux fixés dans le sol. 

Cet abri est disposé à l'angle du bastion N*> 3 de la Citadelle, loin des bâtiments. 
L'altitude du sol est de 37 mètres, et la hauteur des thermomètres au-dessus du sol 
est de 2'»,45. 

A une certaine distance de l'abri, sur le même bastion, sont disposés : 
1** Un pluviomètre de l'Association Scientifique de France, grand modèle. La 
hauteur de la bague au-dessus du sol est dé 1™,50. 

2© Un poteau élevé portant une girouette très-mobile. 

3** Un miroir en glace noire sur lequel est gravée la rose des vents ; ce miroir, 
orienté avec soin , et mobile sur une charnière autour d'un axe horizontal dirigé 
dans le sens de TEst à l'Ouest, est porté sur un piquet fixé dans le sol ; il sert à 
observer la direction des nuages et à lire pai* réflexion la direction de la girouette, 
au-dessous de laquelle il se trouve placé. 

Le baromètre est un Fortin que j'ai étudié en le comparant au cathétomètre 
avec le baromètre normal de mon cabinet. Il est verticalement fixé au moyen d'une 
suspension à vis contre un mur, dans le cabinet de M. le Commandant de l'École ; 
on l'observe tous les jours à 9 heures Sa hauteur, corrigée de l'erreur constante, est 
ramenée à zéro au moyen de Tables publiées dans le Bulletin Météorologique de 
l'Association Scientifique. 

L'altitude de la cuvette du baromètre est de 39"*,50. 

A la suite des Tableaux mensuels, nous donnons un Résumé des Observations avec 
leurs moyennes calculées séparément pour chaque mois , chaque saison et l'année. 
Nous faisons commencer, comme on le fait généralement, l'année météorologique 
au 1" décembre. 

Montpellier, le f mars 1876. 

A. Crova. 
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